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An unsere Mitarbeiter ! 


Es ist unbedingt notwendig, daß alle zur Einsendung gelangenden Manuskripte 
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müssen. Machen sich also aus irgendeinem Grunde Text-Änderungen eines Bei- 
trages notwendig, so sind diese der Schriflleitung sofort mitzuteilen, wenn sie die 
endgültige Annahme und Weitergabe an den Verlag meldei; Korrekturen nach dem 
Vorliegen des Satzes dürfen sich ausschließlich auf die Verbesserung von Satzfehlern 
erstrecken. 
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leitung die Korrekturen in iypographischer Hinsicht sorgfältige Lesung finden und 
die richtige Ausführung der Autor-Korrekturen genau überwacht wird, hoffen wir, 
auch so allen Wünschen gerecht zu werden. 


Die Herren Verfasser erhalien von Abhandlungen bis zu 24 Seiten Umfang 
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Neuer Beweis des Bauerschen Satzes. 


Von Max Deuring in Leipzig. !) 





1. Der Bauersche Satz sagt aus, daß eine galoissche Erweiterung Ä eines algebrai- 
schen Zahlkörpers k gekennzeichnet ist durch die Menge der Primideale von k, die in K 
voll zerfallen. Der genaue Wortlaut ist: 


K sei eine galoıssche, R eine beliebige Erweiterung des Zahlkörpers k. Wenn fast alle 
Primideale absolut ersten Grades von k, die in Q einen Primfaktor ersten Grades haben, 
in K voll zerfallen, so ıst K ın Q enthalten. 


„Fast alle‘‘ bedeutet: bis auf eine Ausnahmemenge von der Dirichletdichte Null. 


Der Bauersche Satz wird dem Kreis der auf die analytischen Methoden in der Theorie 
der algebraischen Zahlen gegründeten Sätze zugerechnet. Es ist das Ziel dieser Abhandlung, 
einen rein zahlentheoretischen Beweis des Bauerschen Satzes zu geben. In der Natur 
der Sache liegt es, daß dabei der Bauersche Satz in einer etwas schwächeren Form heraus- 
kommt: die Bedeutung des ‚‚fast alle‘ ist enger zu fassen und im Sinne von ‚‚alle bis auf 
endlich viele‘ zu verstehen. Für die meisten Anwendungen des Bauerschen Satzes genügt 
diese Fassung. 

2. Wir brauchen zwei Hilfssätze, von denen der erste ein grundlegendes Ergebnis 
des arithmetischen Teils der Klassenkörpertheorie ist; der zweite ist eine naturgemäße 
Verallgemeinerung eines wenig beachteten Satzes in Hilberts Zahlbericht (Zahlber. 
Satz 89, $ 53), der in besonderen Fällen schon von Kummer bewiesen wurde (Über d. 
Zerlegung d. aus Wurzeln d. Einheit gebildeten kompl. Zahlen i. ihre Primfaktoren, 
dieses Journal 35 (1847)). Der Hilbertsche Beweis ist ohne Schwierigkeiten über- 
tragbar. 


Der erste der beiden Hilfssätze ist: 

Wenn Kjk zyklisch vom Grade n ist, so hat die Idealgruppe H in k, die von den Normen 
der K-Ideale aufgespannt wird, einen durch n teilbaren Index. Der Erklärungsmodul von H 
muß ein Vielfaches eines gewissen Idealmoduls sein, der durch K bestimmt ist. 

Der zweite Hilfssatz lautet: 

In jeder Idealklasse nach einer Idealgruppe H in einem Zahlkörper k gibt es Ideale, 
deren Primfaktoren sämtlich den Absolutgrad eins haben. 

3. Aus den beiden Hilfssätzen erschließen wir den Bauerschen Satz in der folgenden 
positiven Gestalt: 








1) Diese Abhandlung entstand, während der Verfasser als Sterling Research Fellow an der Yale University 
weilte (1933). 
Journal für Mathematik. Bd. 173. Heft 1. 
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Ist die galoissche Erweiterung K von k nicht in Q/k enthalten, so gibt es in k Primideale 
absolut ersten Grades, die in Q einen Primfaktor ersten Grades haben, aber in K nicht voll 
zerfallen und dabei von vorgegebenen endlich vielen Primidealen verschieden sind. 


Beweis. Da AQ=#+RQ ist, so gibt es einen Körper k,+ KR zwischen 2 und ÄQ, 
über dem AQ zyklisch ist. A sei die dem Körper KR zugeordnete Idealgruppe in k, 
gemäß dem ersten Hilfssatz.. a sei ein Ideal von k,, das in einer von H selbst verschie- 
denen Klasse modulo # liegt. a muß nach dem ersten Hilfssatz mindestens einen Prim- 
faktor ®B enthalten, der in ÄQ nicht voll zerfällt. Wählen wir a gemäß dem zweiten 
Hilfssatz, so ist ® vom Absolutgrad eins. Sind endlich viel vorgegebene Primideale von k 
in den Erklärungsmodul von F aufgenommen worden, so ist ® auch zu diesen Prim- 
idealen teilerfremd. ® teilt ein Primideal q von Q, q teilt ein Primideal p von k, q und p 
sind beide vom Absolutgrad eins. p kann in Ä nicht voll zerfallen, hat aber in Q den 
Primfaktor q vom Absolutgrad eins ?). 


4. Wir geben jetzt den Beweis des zweiten Hilfssatzes. 


Wir wählen eine positive ganze rationale Zahl AR, die teilbar ist durch den Er- 
klärungsmodul von H, durch die Diskriminante von k und durch alle Primzahlen, die 
nicht größer sind als der Grad von k. p sei ein zu A teilerfremdes Primideal vom Grade 
> link. Wir zeigen, daß es in der Strahlklasse mod Rp, zu der p gehört, ein Ideal gibt, 
dessen Primfaktoren kleineren Grad als f haben. Der zweite Hilfssatz folgt daraus un- 
mittelbar. Wir werden also zeigen, daß es in k eine total positive ganze Zahl FT gibt, 
die durch p, aber nicht durch p? teilbar ist, deren übrige Primfaktoren kleineren Grad 
als / haben und die der Kongruenz F = 1 (mod AR) genügt. 


p sei die durch p teilbare rationale Primzahl, p= pq; q ist dann nicht durch p teil- 
bar. A’ sei eine primitive Wurzel modulo p. Wir ersetzen sie durch eine ganze Zahl A, 
die den Kongruenzen 
A=A’ (nıod p) 
A=0 (mod y) 
A=1 (modAR) 


genügt. A ist eine den Körper k erzeugende Zahl. Um das einzusehen, betrachten wir den 
galoisschen Körper k* von k, in k* einen Primteiler B von p und dessen Zerlegungskörper Z. 
p’ sei das durch ® teilbare Primideal des Körpers AZ. p’ hat den Grad eins in Beziehung 
auf k, denn da jede Zahl von Z modulo ® einer rationalen Zahl kongruent ist, so ist jede 
Zahl von AZ modulo ® einer Zahl von k kongruent. Der Grad von p’ in Beziehung auf 
den Körper der rationalen Zahlen ist daher f. Da andererseits der Absolutgrad von p’ 
gleich dem Grad von kZ über Z ist, so folgt, daß [kZ:Z]= fist. Der Grad der p’-Rest- 


klasse A ist /, daher ist A erzeugendes Element von kZ in Beziehung auf Z. & sei die Unter- 


gruppe der Galoisgruppe von k*, zu der k gehört, 3 die Zerlegungsgruppe von ®B. Die 
nicht in $ liegenden Elemente des Komplexes 39 lassen A nicht fest, denn sie ergeben 
von der Identität verschiedene Automorphismen von kZ/Z. Gehört der Automorphismus 





2) Diese Schlußweise liefert auch Teilaussagen des Frobeniusschen Satzes von der Existenz von Primidealen 
mit gegebener Zerlegungsgruppe (wenn die Zerlegungsgruppe Primzahlpotenzordnung hat); eine weitere Folgerung 
ist die Tatsache, daß das (zusammengesetzte) Artinsymbol für ein abelsches X die volle Galoisgruppe durchläuft. 
Man vergleiche übrigens: F. K. Schmidt, Über die Kennzeichnung algebraischer Funktionenkörper durch ihren 
Regularitätsbereich, dies. Journ. 171 (1934), S. 162. 
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ı von k* nicht zu 89, so ist ®” kein Teiler von p, daher 
A=0(mod P), A”"=0(mod RP), AT"+A, AHA, 
A bleibt nur bei der Untergruppe 9 fest, ist erzeugendes Element von X. 
N +auAT te =0 


sei die irreduzible Gleichung für A in Z (die sogar in k„Z liegt). Es kann außer Z noch 
andere Teilkörper von k* geben, in denen A vom Grade f ist, wir bezeichnen sie mit 
ZZ -..; die Gleichung für A in Z; sei 


(1) NAT tg —0. 
Wir bestimmen ganze rationale Zahlen b; gemäß 
Rb, = ©; (mod p?), 
(das geht, da die x; im Zerlegungskörper von p liegen und p = 0 (mod p?) ist), sorgen 
aber dafür, daß die Zahlen 


ßı = Rb, —o, 
2 
(2) Bu = Rb, — a, 
von Null verschieden sind und daß 
B=A’+ R(bAT"+...+5,) 


total positiv ist. Die nicht in pR aufgehenden Primzahlen, die entweder die Diskriminante 
der Zahl A oder eine der Normen NPß,, NP... teilen, seien g,...,9. Da g 
größer als der Grad von k sein muß, so muß wenigstens eine der Zahlen B,B-+1, 
B+2,...,B+g—1 zu g; teilerfremd sein, denn g;, enthält höchstens soviel ver- 
schiedene Primfaktoren, wie der Grad von k angibt. Ist etwa (B + c,g;) =1, so be- 
stimmen wir eine positive ganze rationale Zahl c gemäß 


Rpe=c,(modg), c=1(modp) 
und setzen 


T=B+HRpe. 


T ist eine Zahl der verlangten Art: Es ist T=1 (mod A) und T ist total positiv. T ist 
durch p, aber nicht durch p? teilbar, denn es ist T= Rpe (mod p?) und p ist genau durch p 
teilbar. Es ist F=A’-+-d, AT" +... -+d; mit ganzen rationalen d,. Gesetzt, t wäre 
ein Primteiler von T', dessen Grad f’> f ist. Z bedeute den Zerlegungskörper von rt. 
kL = L(A) hat den Grad f’ über Z. Für die /’ zu A in Beziehung auf Z konjugierten 


Zahlen A” würde dann 
AY ı d, DEE ac d, = 0 (mod t) 


folgen. Das ist aber unmöglich, denn wegen /’ > f + 1 müßte sich hieraus die Teilbarkeit 
der Diskriminante von A durch t ergeben, T ist aber zur Diskriminante von A teilerfremd 
gemäß der Wahl der c; und c. Wäre schließlich t + p ein Primteiler f-ten Grades von T 
so müßte der Zerlegungskörper von t einer der Körper Z, Z,, Z, - - ., etwa Z, sein. Unter 
Heranziehung von (1) und (2) ergibt sich jetzt, daß die f zu A in Beziehung auf Z konju- 


gierten Zahlen A” den Kongruenzen 


Bıa a1 Er Bar a2 Br Ba 6 (mod t) 
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genügen, wo ßı. die durch (2) definierte Zahl ist, denn es ist {> 1. Da die Diskriminante 
von A, also auch die Diskriminante dieses Kongruenzensystems nicht durch t teilbar ist, so 
müssen die Zahlen ßır, . . ., ßra durch t teilbar sein. Das ist aber unmöglich, denn nach 
der Wahl der c,, c ist ßı, zu t teilerfremd. Damit ist Hilfssatz 2 bewie ‘sen. — Wir sehen, 
daß dieser Beweis nicht nur für Zahlkörper durchgeführt werden kann, sondern (unter 
anderem) etwa auch für algebraische Funktionenkörper mit einem Zahlkörper als Koeffi- 
zientenbereich; der auf diese Weise übertragbare Hilfssatz 2 kann dann z. T. als Ersatz 
des Satzes von der arithmetischen Progression dienen. 





Eingegangen 18. August 1934. 




















Über mehrdimensionale Differentiation, 
Integration und beschränkte Variation. 


Von Karl Bögel in Halberstadt. 


In einer früheren Arbeit!) hat der Verfasser auf der Grundlage der mehrdimensionalen 
Differentiation eine geschlossene Differentialrechnung für Funktionen eines reellen Ver- 
änderlichenkomplexes X; aufgebaut; die vorliegende Arbeit schließt sich inhaltlich 
eng an diese frühere, im folgenden mit I zitierte, an und benutzt deren Bezeichnungen 
und Ergebnisse. Sie stellt die Beziehungen zwischen mehrdimensionalen Ableitungen 
und Integralen klar und enthält wieder alle für k =1 bekannten Verknüpfungen als 
Spezialfälle. Dazu mußten auch die mehrdimensionalen Integrale als vektorielle additive 
Intervallfunktionen im Sinne von I, $ 2 definiert werden. Im folgenden $1 zeigen wir, 
wie hieraus und aus zwei anderen an jede Integraldefinition zu stellenden Forderungen 
sich gemeinsame Eigenschaften aller Integrale und ihrer zugehörigen Integralfunktionen 
— wie wir die Integrale als Funktionen ihrer Intervallendpunkte nennen werden — 
ergeben. 

Die Hauptergebnisse des $ 2 über Riemann-Integrale sind die Sätze 11 und 15 
mit ihren Korollaren, die alles enthalten, was zu vermuten war; auch der Inhalt von Satz13 
dürfte über den eines gewöhnlichen Hilfssatzes hinausgehen. Im Korollar zu Satz 33 
finden wir die eine Behauptung des Satzes 15 (totale k-dimensionale Differenzierbarkeit 
der Riemann-Integralfunktion) wesentlich vertieft wieder. 

Der Unterschied zwischen primitiven Funktionen und Integralfunktionen, der 
schon ım Falle k =1 vorhanden ist, wird im Falle k 2 2 noch deutlicher erkennbar 
durch das Auftreten von partiell konstanten Funktionen. Für k =1 ist jede primitive 
Funktion stetig; für k Z 2 enthält Satz 16 in $ 3 eine über die bloße Analogie, nämlich 
die A,-Stetigkeit, hinausgehende tiefere Stetigkeitseigenschaft der X;-primitiven Funk- 
tionen. Die Sätze 17—19 beschäftigen sich mit den Stetigkeitseigenschaften der mehr- 
dimensionalen Ableitungen, wieder in Anlehnung an bekannte Sätze für den Fallk =1; 
aus der Tatsache heraus, daß eine Ableitung f’(x) punktiert unstetig ist, war zu er- 
warten, daß DX;f punktiert A,-unstetig sein würde; in Satz 17 ist wieder mehr als diese 
bloße Erweiterung bewiesen, daß nämlich DX;f ebenfalls punktiert unstetig ist. Satz 19 
besagt, daß auch jede mehrdimensionale Ableitung die Eigenschaft hat, innerhalb eines 
Intervalles ihres Differentiationskomplexes jeden Zwischenwert anzunehmen. 

Mit der Lebesgueschen Integraltheorie ist eng verwachsen der Begriff der be- 
schränkten Variation. Die Ausdehnung dieses Begriffes auf Funktionen eines Veränder- 
lichenkomplexes ist auf verschiedene Arten möglich ?); wir unterscheiden zwei: die 





!) Mehrdimensionale Differentiation von Funktionen mehrerer Veränderlichen, Crelles Journal 170 (1934), 
S. 197 ff. 

2) Eine Zusammenstellung findet sich in Hahn, Theorie der reellen Funktionen (Berlin 1921), S. 539 ff., eine 
Vergleichung in den Verh. d. intern. Math. Kongr. Zürich 1932, II, S.122 (Adams und Clarkson, On definitions of 
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beschränkte X;-Variation und die beschränkte Gesamtvariation, denen zwei entsprechende 
Arten von Monotonie an die Seite zu stellen sind; im übrigen sind die Definitionen so 
getroffen, daß die Funktionen von beschränkter Gesamtvariation unter die von be- 
schränkter X;-Variation fallen. Für beide Arten weisen wir in den Sätzen 21 und 26 
nach, daß sich Funktionen von beschränkter Variation als Differenz zweier positiv 
monotoner Funktionen darstellen lassen, in Übereinstimmung mit den bekannten 
Fällen k=1 und k=2. Die beiden Sätze 22 und 23 des $ 5 sagen aus, daß eine 
Funktion von beschränkter X,-Variation auf einer höchstens abzählbaren Menge nicht 
A,-stetig und auf einer Nullmenge nicht k-dimensional differenzierbar ist; zum Beweise 
wurden die für den Fall k =1 bekannten Methoden benutzt °®). 


Für Funktionen von beschränkter Gesamtvariation war fast überall Stetigkeit 
und totale k-dimensionale Differenzierbarkeit zu erwarten. Daß die Gegenmenge das 
innere Maß Null besitzt, folgt leicht aus den Sätzen 22 und 23. Die Schwierigkeit bestand 
hier darin, dies auch für ihr äußeres Maß nachzuweisen; zur Vorbereitung dienen die 
Sätze 24 und 25 des $ 6, in welchen ein Sich-Durchprojizieren der partiellen Monotonie 
und beschränkten Variation bei diesen Funktionen zutage tritt. Hieraus ergibt sich 
Satz 27 in $ 7 über das Maß und die Lage der Stetigkeitspunkte ziemlich rasch. Dagegen 
setzte Satz 29 dem Beweise zuerst großen Widerstand entgegen, der durch Abänderung 
des Beweisverfahrens von Satz 23 überwunden werden konnte. Aus ihm ergibt sich der 
Hauptsatz, daß fast überall totale k-dimensionale Differenzierbarkeit vorliegt, als Satz 30 
sofort ®). 

In $ 8 sind als Sonderfälle der Funktionen von beschränkter Variation die Funk- 
tionen mit beschränkten Differenzenquotienten angeschlossen. Auch diese Eigenschaft 
projiziert sich partiell durch ein Intervall (Satz 31); aus den Anwendungen ist das Ko- 
rollar zu Satz 33 hervorzuheben, wonach auch die obere und die untere Riemann-Integral- 
funktion einer beschränkten, sonst aber beliebigen Funktion fast überall k-dimensional 
total differenzierbar ist. 

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich in $ 9 die Hauptsätze 35 und 36 über 
Lebesgue-Integrale leicht herleiten; es zeigt sich, daß das Lebesgue-Integral auch in 
dem k-dimensionalen Falle das Umkehrproblem für beschränkte Funktionen löst. In 
$ 10 wird dann noch die Übereinstimmung der „vollständigen Lebesgue-Integralfunk- 
tionen‘“‘ mit den Funktionen, die beschränkte Differenzenquotienten besitzen, nach- 
gewiesen. 

Dem Problem der Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge ist abschließend $ 11 
gewidmet. Die bisher bekannten Sätze über die Existenz von Punkten, in denen der 
Wert einer sukzessiven Ableitung unabhängig von der Differentiationsfolge ist, setzten 
volle oder partielle Stetigkeit von Ableitungen voraus. Wir weisen zunächst in Satz 39 
nach, daß jede beschränkte sukzessive Ableitung nicht nur sukzessiv, sondern mehr- 
dimensional nach ihrem Differentiationskomplex integrabel ist; hieraus ergibt sich 


bounded variation...). Eine neue Arbeit dieser beiden Verfasser (Properties of funetions f(x, y) of bounded 
variation, Am.M. $S. 36 (1934), S. 711—730) enthält Stetigkeitssätze, die denen in $$ 5 und 7 der vorliegenden 
Arbeit verwandt sind. 

3) Zum Beweise von Satz 23 vgl. Rajehman und Saks, Sur la derivabilitse des fonetions monotones, Fund. 
Math. 4 (1923), S. 204 ff. 

4) Über Funktionen zweier Veränderlicher von beschränkter Gesamtvariation („beschränkter Variation 
nach Hardy‘) war bisher nur bekannt, daß sie fast überall total differenzierbar im Stolzschen Sinne sind. 
Vgl. Burkill und Haslam-Jones, Notes on the differentiability ..., Journal Lond. M.S. 7 (1932), S. 297—305, 
wo diese Eigenschaft für die noch umfassendere Klasse der Funktionen f(z, y), die nach der Arzelaschen 
Definition von beschränkter Variation sind, bewiesen wird. 
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Satz 40 über unser Problem, der von keiner Ableitung Stetigkeit fordert. Am deut- 
lichsten wird seine Tragweite in dem einfachen Falle k = 2, für den er als Satz 40a be- 
sonders formuliert ist. 

Ob bei unbeschränkter Ableitung DX;F die Sätze 40 und 40a im wesentlichen 
erhalten bleiben, sei vorläufig dahingestellt; die vorliegende Arbeit wollte sich bewußt 
nur mit der Integration beschränkter Funktionen befassen. Die mehrdimensionalen 
Parallelen zu den Perron-Denjoy-Integralen seien daher einer späteren Erörterung 
vorbehalten. 


$ 1. Allgemeine Integraleigenschaften; Integralfunktionen. 


Jede sinnvolle Integraldefinition für Funktionen f(x) einer Veränderlichen genügt 
zwei Forderungen: 


4. Aus der Integrierbarkeit von f über das Intervall [a; b] folgt die Integrierbarkeit 


von f über jedes Teilintervall von [a;b]. 
b c c 


2. Stets ist [+ f = [; es ist also [ eine eindimensionale additive Intervall- 
a b a 


funktion im Sinne von I, $ 2. 


Beide Forderungen stellen wir auch an das k-dimensionale Integral einer Funktion 
f(X,) über das Intervall [A,; B;], das wir zunächst allgemein, ohne auf die verschiedenen 


Möglichkeiten, es im einzelnen zu definieren, einzugehen, mit f Ar+flAx; Br] bezeichnen. 


Forderung 1. Aus der Existenz von f ArflAr; Bi) folgt die Existenz von f Xrf 
über alle (auch die degenerierten) Teilintervalle von |Ax; Bi). 

Forderung 2. Die Intervallfunktion f A,f ıst additiv im Sinne von I, $ 2. Es ist 
also stets 


(1) [XrflAr; Bı we b,, 2) + [XrfTA: —4,, %5 B.] == [XrflAr; Bi]. 


Jede Integraldefinition ergibt daher nach I (6) und I (6a) eine vektorielle Intervall- 
funktion, die nach I (7) auch k-dimensional ist in dem Sinne, daß sie über degenerierte 
Intervalle verschwindet. Wir erhalten aus I, $ 2 


(2) f[XrflAr — Ak, Bir; Alr, Be — Bar) = (— 1)" [Xrf[lAr; Bi], speziell 
(2a) [XrfEBr; Ar) = (—1)" [XrflAr; Be] und 
(3) [XrflAr; d,, B: — b,] == 0. 


Ist nun /(X,) über [Ar; Bx] integrierbar und ?; irgendein Punkt von [Ar; B}], so de- 


finiert [Xrf[Pr; X;) in [Ax; Bi] eine Punktfunktion F(X,). Wir nennen dann F(X,) eine 
A;-Integralfunktion von (Xt). 


‚Offenbar ist F(X;) aus f X, auf demselben Wege entstanden wie y(X) in I, Satz 10 
aus Y;. Dieser Satz ergibt jetzt 

Satz 1. Ist f({X,) über [Ar; Bi] integrierbar und F(X,) eine X,-Integralfunktion 
von f(Xr), so ist [ KrflÜr; Vi) = AuF[Ur; Ve) für jedes Teilintervall [U,; Vr) von [Ax; Bi]. 

Dieser Satz gibt uns also die Möglichkeit, ein Integral [X,f über ein Intervall 
als A,-Funktion einer Integralfunktion von f über dasselbe Intervall auszuwerten. 


Für zwei verschiedene X;-Integralfunktionen F, und F, von f erhält man aus 
Satz 1 und I (18) die Beziehung A,.(F, — F,) = 0 über jedes Intervall. Das ergibt aber 
DXı{F,— F,) = 0 überall in [A;; B;], so daß man nach I, Satz 15 erhält 
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Satz 2. Zwei X,-Integralfunktionen von f(X,) unterscheiden sich höchstens um eine 
Summe von k nach je einer Veränderlichen konstanten Funktionen. 


Nach Satz 1 ist insbesondere 


(4) F(X:) = [Xıf[Pı; X) = AF[Pı; X], 
was man auch direkt aus I (13) und der für r <k gültigen Beziehung 
(5) F(X#, P— Pt) =0 


erhalten kann. Aus (4) und ], Satz 9 folgt weiter 

Satz 3. Eine in [A;; Bx] überall k-dimensional nach X; differenzierbare X,-Integral- 
funktion ıst in [Ar; Bi] stetig. 

Bemerkung. Für k =1 ist dieser Satz trivial; für k>2 ist er es nicht, da im 
allgemeinen aus der k-dimensionalen Differenzierbarkeit nach X; nur die A,-Stetigkeit 
nach X; folgt. 

Nun fügen wir noch hinzu?) 

Forderung 3. Aus der Integrierbarkeit von f, und f, folgt die Integrierbarkeit von fı, + J». 

Damit können wir zu einer Identität gelangen, die wir später benötigen. Es sei 
f(X,) nach X; integrierbar und F(X;) eine X;-Integralfunktion von f(X,); dazu seien 
ein festes Intervall [A;; B;] und ein Konstantenkomplex H, wie in I, Satz 12 gegeben. 
Dann behaupten wir 


(6) ASK; (X + H)ı)) [Ar; Bi) = SKr(AfXr; (X + H)ı)) (Ar; Bi). 
Das Integral rechts existiert nach Forderung 3, da der Integrand eine Summe von 


2" integrierbaren Funktionen ist; eine seiner X,-Integralfunktionen ist A, F[X,; (X + H).). 
Nach Satz 1 geht damit (6) über in die Identität 


A,(A, FIX; (X + H),)) [A,; B,) zum A,(4,F[X,; (X + H),)) [A;; B, 
womit alles bewiesen ist. 


$ 2. Das mehrdimensionale Riemannintegral. 


Da jede Riemann-integrierbare Funktion beschränkt ist, betrachten -wir von vorn- 
herein nur beschränkte Funktionen f(X;). 


Wir bezeichnen mit Mf[Ax; B;] die untere, mit Mf[A;; B;] die obere Grenze von / 
in [A;; B;) und mit 


(7) Q2flAr; Bil = Mf[A:; B;]) — M{f[A:; Bi] 
ihre nie negative Schwankung in [Ax; B;]. Es sind also Mf, Mf und Q/ skalare Inter- 


vallfunktionen. 

Um im folgenden, wenn nötig, die Orientierung eines Intervalles charakterisieren 
zu können, ordnen wir den positiv orientierten Intervallen die geraden ganzen Zahlen, 
den negativ orientierten die ungeraden ganzen Zahlen als /ntervallexponenten zu; ist e 
ein Exponent von [A;; B;], so schreiben wir das Intervall [A;; B:]’. Offenbar gibt das 
Vorzeichen (— 1)‘ die Orientierung des Intervalles an. Zerlegen wir X; in die beiden 


komplementären Komplexe X5, und X; — Xj,, so erhalten wir aus I (21) 
Satz 4. Aus [Ak; BE)” und [Ar — Ab; Br — BE)" folgt [Ar; Ba] **-t. 


5) Neuerdings haben M. D. Kennedy und S. Pollard (Upper and lower integrals, Math. Ztschr. 89 (1934), 
S. 432—454) eine Integraldefinition aufgestellt, welche der Forderung 3 nieht genügt. Es ist daher wesentlich, 
daß die Sätze 1—3 ohne diese Forderung auskommen. 
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Nun sei [U%; V%]” mit 1 S u S m eine Gitterzerlegung von [A:; B;]‘, dann nehmen 


wir aus jedem Gitterintervall [U%; V;]° einen Funktionswert /(X%) und bilden die 
Summe 


m 


(8) 2 =Z (X) Ar ylUE; Vi), 


deren Wert zwischen den beiden Summen 


m 


(8a) & = 2 MytuK; Vi Ar yılli; Vi; 2 =2 MfLU%r; Vi]* Ar ylUE; Vi)” 
liegt. Für jede Gitterzerlegung ist 

(9) (— 1) Mf[Ar; Bil’ Ar ylAr; Bl s(-IYES(-IY ES (1/2 

< (— 1 Mf[Ar; Bi)‘ Ar yılAr; Bi)‘. 
Die nach (9) vorhandene obere Grenze aller Summen (— 1)’ bezeichnen wir mit 
(— 1)’ RXıf[Ar; Beil” und nennen RX;f[Ar; Bi] das RX;-Integral von f in [As; Bi]; 
die untere Grenze der Summen (—1)'$ bezeichnen wir mit (— A)’ RX;f[Ax; Bi] und 
nennen RX;f[Ax; Bi] das RX;-Integral von fin [Ax; Bi]. Aus (9) erhält man 

(10) (— 1) RX f[Ar; Br)" <S (— 1) RXrf[Ar; Bi”. 

Durch unsere vektorielle Festlegung von RX;f und RX;f haben wir erreicht, daß 
diese beiden Integrale die drei in $1 an f X; gestellten Forderungen erfüllen, wie man 
sich leicht überzeugen kann. Alle dort für [X; und in I, $2 für X, aufgefundenen Be- 
ziehungen gelten somit auch für diese beiden Integrale. 

Wir gehen jetzt von einem festen Punkte P; in [Ax; Bi] aus und bilden nach $ 1 
die beiden X;-Integralfunktionen F(X;) = RXıf[Pı; X) und F(X,) = RX;,f[Pı; X). 
Von beiden weisen wir Stetigkeit in [A;; B;] nach. 

Es sei Q; ein fester, X; ein beweglicher Punkt in [A,; Bi]. Nach (4) erhält man 


(11) F(Q) = AFlPı; Qi); FA) = AFlPı; Ar. 
Aus I (5) folgt unter Benutzung von I (6a) 


k—iı 
Ar F{Pı; X] = AFlPı; Qi) — 8 (— V’ArF[Xr; Prr, Ok — Qir] - 


Dies geht nach (11) und Satz 1 über in 


k—1 
(12) F(X:) = F(Q) —,S,(— 1)" RX f[Xr; Par, Ok — Or]. 
Nun ist beschränkt, also | f| < c, so daß für jeden Summanden von S die Abschätzung gilt 
(13) | RX f[Xr; Par, Qk — Qkr) | <e | Ar yalAa; Par, Or — Qi]. 


Für r <k ist wegen I (21) stets lim A, w[Xr; Pir, Ok — Qkr]) = 0; hieraus ergibt sich 
Xk>0Qk 
wegen (12) und (13) sofort lim F(X,) = F(Q:). 
Xk>0k 


Da wir den Beweis auf F(X;) übertragen können, haben wir damit 

Satz 5. Jede RX,-Integralfunktion und jede RX,-Integralfunktion einer in [Ax; Bi] 
beschränkten Funktion f(X,) ist in [Ar; Bi] stetig. 

Wir teilen jetzt X; in zwei komplementäre Komplexe X5, und XP m Ku X 
und betrachten die Funktion f}_, (X%-,) = RX» f[Ax; Bi | Xx—,], wobei wir im folgenden 


. D y r e . . . 
das Zeichen * weglassen. Es sei [U%; Ver)” mit LS u<sm eine Gitterzerlegung 
Journal für Mathematik. Bd. 173. Heft 1. 2 
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von [Ayr; Bir] ” und [Ur Ve)" mit 1<Sv<Sın eine solche von [A,_,; Br)*", dann 
geben beide zusammen eine Gitterzerlegung [U%’; VE |" *- von [Ax; Bil, 
Greifen wir aus der zweiten Zerlegung ein festes Gitterintervall [U;_,; V3_,]*—” heraus und 
aus [U}_,; Vi_r)*-" einen Punkt X7_,, so ist 


er B MfLUr, Ur-r; Vin, Ve-r] Ar yrlUhr; Ver)” 


m 


Ss (— 12 MflU; Vhr | X.) A, y Ur; Ver)” 
= pr 1)” RX, TA,; B,, | X,_ ‘ u + 1)” h- Im). 


Da X;-, ein beliebiger Punkt von [Uj_,; Vi_,] war, dürfen wir in der letzten Abschätzung 
AZ durch Mf,_ ‚u 


(— 1) 4_, alUir; Vi) t> 0, wobei wir noch & +&-,=e; setzen und 
Satz A benutzen, 


AR. v’_) ersetzen, und erhalten durch Multiplikation mit 


m 


(14) (— 1)% 2 Mf[U%, Ur; Vhr, Vvi_.) Ar ye[Ukr, U; Vhr, Vi-,) * 
u= 
ne (— 1)#Mf,_, [U-,; N-,)Aı-: vll; V.]®-r. 


Nun summieren wir (14) über alle Werte von » und erhalten 


m 


(15) (12 3. Mitor”; VEr] Ar alOR”; vr“ 
= zum 1% 2 Mf,_ ‚U, r? V,.. JA, Yı_, [U,_,; v._.)- 
Die Abschätzung (15) gilt auch für die oberen Grenzen beider Seiten bei beliebiger Ver- 
änderung der Gitterzerlegung, also 


(16) (— 1)” RX, f[A,; BT? Ss (-1)" RX, ‚h_[A,,; B,_)- 
Da wir für /,_,(X,_,) = RX,_,1A,; B;, | X,_,] entsprechend erhalten 
(17) (— N" RX,fIA,; B* > (—1)"RX,_ 1A; BJ) 


so können wir (16) und (17) zusammenfassen zu 

Satz 6. Es sei f{X,) in [A,; B,] beschränkt, und f, (X,_,) = RX, Aus Bar | Ar, 

sowie f,_,(X,_,) = RX, JA; B,, | X,_), dann ist 
— 1)#RX SIA,; B]* < Ss — 1)#RX,_ al, ‚A, Pr B,_,) 
<s (— 1y"RX,_f,_[A,_; B,_)s(- 1)ERX,JIA,; B,*. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun solche Funktionen f, für welche 
RXy4f[Ar; Br) = RXyf[Ar; Bi) ist; die also nur ein RX,-Integral besitzen, das wir mit 
RXıf[Ar; Bi] bezeichnen. In diesem Falle konvergieren wegen (9) auch alle durch 
(8) definierten Summen & nach ARX,f[A;; Bil, wenn nur die maximale Kantenlänge 


der Gitterintervalle nach Null strebt. Die Funktion f selbst heißt dann AR X;-integrier- 
bar in [Ax; Bi); ihr RX;-Integral erfüllt die Forderungen von $1. Aus Satz 5 folgern wir 


Satz 7. Die Funktion f({X,) sei RX;-integrierbar in [Ar; Bil. Dann ist jede 
RX,-Integralfunktion von f in [Ar; Bi) stetig. 
Der eben bewiesene Satz 6 geht über in 


Satz 8. Es existiere RX f[A,; B,] und es sei f,_,(X,_,) eine Funktion, welche 
den Bedingungen 
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un 1YRX FA,; B,., | 2.5 Ss (— ER > (— 1 RX STA 
genügt. Dann existiert RX, f,_‚[A,_,; B,_,) und ist gleich RX ,J[A,; B.)- 
Ohne Beweis fügen wir noch hinzu den bekannten ®) 


’ B,, | X, 


kr? 


Satz 9. Eine Funktion f(X,) ist genau dann RX;-integrierbar in [Ax; Bi], wenn 
die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte in [Ax; Bı] das k-dimensionale Maß Null hat. 


Aus (9) folgt der vektorielle Mittelwertsatz 
Satz 10. Es existiere RX,f[Ar; Bi. Dann ist 
(— 1 Mf{Ar; Br] Ar yılAx; Bi Ss (— 1 RX J[Ar; Bi 
< (— 1)’M f[Ar; Ba] Ar yalAr; Br)‘. 
Jetzt sind wir in der Lage, den einfachsten Umkehrsatz zu beweisen: 


Satz 11 (Umkehrsatz). /n [Ax; Bi) sei F(X,) eine Integralfunktion der RX;-inte- 
grierbaren Funktion f(X,). Dann ist ın allen Stetigkeitspunkten von f die Ableitung DX,.F 
vorhanden und gleich . 


Es sei Q; ein Stetigkeitspunkt von f. Nach Satz 10 und Satz 1 ist 
. AuFlQr; Kr) — REN 
18 M  Xıl) Ss —— Ss Mf[Qr; Xı). 
( ) Mf (Or «) == Ar yılOr; X) = IQ: k) 
Wegen der Stetigkeit von f in Qx ist aber 
lim M f[Qx; X) = lim M [Qu X) = IQ), 


A >%k 4 >% 
so daß nun (18) sofort 
’ A FO; X 
in Zend = 
ergibt. 
Korollar 1 zu Satz 11. Fast überall‘) in |Ax; Br.) ist DX,F vorhanden und gleich [. 
Folgt aus den Sätzen 11 und 9. 
Korollar 2 zu Satz 11. Jede HR X,-Integralfunktion einer in \Ax; Br) stetigen Funk- 
tion f(Xx) besitzt überall in [Ax; Br] die Ableitung DX,F(X,) = f(Ar). 
Wir kehren nun wieder zu der Spaltung von X; in zwei komplementäre Komplexe 
Arr und X; , zurück und untersuchen die beiden Funktionen 
(X) = RX „MA; Bu|X,_) und 4, _(X,_) =RX,_lfA, Bu l A) 


unter der Voraussetzung, daß RX,f[A;; Bı] existiert. Dann sind nach Satz 8 diese 
beiden Funktionen RX,_„-integrierbar in [Ax-,; Bi] und wir erhalten nach dem- 
selben Satze 


(19) RX, Mi, irn h_) [A,_,; B,_,J =. 
Berücksichtigt man noch, daß f, ‚— f,_, in [A, ,; B,_,) das Vorzeichen nicht wechselt, 


so ergibt sich fast überall in [A, ,; B,_,] die Gleichung /,_,= /,_,, also der 


Satz 12. Existiert RXyf[Ar; Bil, so existiert auch RXyr flArr; Bar| Ar) fast 
überall in [Ax-; Bir). 





°) Zum Beweise vgl. etwa E. Kamke, Das Lebesguesche Integral (Leipzig 1925), 5. 67 und 48—50. Der dort 
für k = 1 geführte Beweis ist auch für k >1 gültig. 

?) Fast überall in einem Intervall r-ter Dimension bedeutet: in allen Punkten des Intervalles abgesehen 
von einer Menge mit dem r-dimensionalen Maß Null. 


O% 
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Nach diesem Satze ist die Funktion f,_,(X,_,) des Satzes 8 fast überall in 
(Ax—r; Bir] eindeutig bestimmt. 


Nun sei P; ein fester Punkt von [A,; Bı], dann ändern wir die Bedeutung von 
f,_, Jetzt dahin ab, daß wir als Anfangspunkt des Integrationsintervalles an Stelle des 


Punktes A;, den Punkt P; wählen, außerdem wollen wir den Endpunkt veränderlich 
lassen, wodurch /, _, eine Funktion von X, wird, die definiert ist durch 
(20) (X) vr. RX, IP; Kur | A, . 


Daß diese Funktion überall in [Ax; Bi] stetig nach X,, ist, folgt aus Satz 5; bei 


festgehaltenem X;_, = X;_, ist sie im Intervall [Axr; Bir | Xr_r) sogar gleichmäßig 
stetig nach X;,, da dieses Intervall ja abgeschlossen ist. Wir wollen aber noch mehr 
beweisen, nämlich daß /, , im ganzen Intervall [A,; B,] gleichmäßig stetig nach X, ist. 


Zunächst ist /, „in [A,; B,) jedenfalls beschränkt, da stets 
(— 1 M fLA:; Bi] A, yrl Asr; Bar) > (— 177... Ss (— 1) Mf[A;; Bı] A,yrl Aur; Ber)‘ 


ist; es sei also |f, „| <c. Ist nun Q, ein beliebiger Punkt von [A,; B,], so erhalten 
wir in vollständiger Analogie zu (12) und (13), wobei wir noch I (12) benutzen, 


r—1 


(21) AA Q,_,) - h._,(Q,) | S cs | 4, YA Pr) Mi; vu Aunt Orr Er Our) | 
r=1 
Ss es, | 4, vl Ars; Birs) A, vr sl Xrr Bas Aırs; Orr u Okrs) | . 


Setzen wir ce Max | A, y[Aurs; Bars] | = C), so geht (21) über in 


r—1 


(22) A ’ Er 9) | = c1,S, | , y,_,Xır wre Kurs’ Orr m Our) | 


r 
um cs, | Asyl Xars; Qkrs] | - 
Ist nun e> 0 vorgegeben, so wählen wir eine Zahl ö zwischen O0 und 1 so, daß sie der 


Bedingung 6 <= 3 - genügt. Für | X — Qkrs| < 6 ist dank | A,yslXurs; Qirs) | < 6° < 6, 
c 


nach (22) also 
Km Ih Qu <Fadse für |X,— 0,1 <6le, ch). 
Da die letzte Bedingung von der Lage des Punktes Q; unabhängig ist, haben wir unser 


Ziel erreicht: 
Satz 13. Ist f(X,) in [Ax; Bi) beschränkt, so sind die beiden Funktionen 


h,_,(X,) u RX, Pas Aır | X,_,) und h_,(X,) . RX,, IP; Aır | A, 


in [Ax; Br) gleichmäßig nach Xır stetig. 

Für f, ‚läßt sich nämlich der Beweis in derselben Weise führen. 

Jetzt sei f(X,) in [A,; B,)] auch RX,-integrierbar und f, ‚(X,) eine in [A,; B,] 
nach X, gleichmäßig stetige Funktion, die den Bedingungen 
(23) (-WVRX, MP, I u SNK) S (N RX, MP Xu | 
genügt. Die Existenz solcher Funktionen ist durch Satz 13 verbürgt; übrigens ist /,_, 


wegen Satz 12 fast überall in [Ax; Bx] eindeutig bestimmt. Für eine derartige Funktion 
gilt der 
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Satz 14. Es ezxistiere RX, f[A,; B,] und die Funktion f,_,(X,) genüge den Be- 
dingungen (23), außerdem sei sie in [A,; B,] nach X,, gleichmäßig stetig. Dann ist f, , 
fast überall in [Ax; Bi] stetig. 

Bei festgehaltenem X;, = X;, existieren nämlich die Integrale 

RX,_, hlPıs An | X, 


für jeden Wert von X;_,, also existiert nach 1 (5) auch 
R k—r 


RX,_, hA,; B._, | X,,) u. | Pr 1YRX,_, hAPı- A (k—r)s? B,_, I Ban | Kr) . 
Daraus folgt nach Satz 9, daß f,_, fast überall auf [A, ;B,_ 


ist. Ist nun Q; ein solcher Stetigkeitspunkt nach X,_, und e> 0 vorgegeben, dann 
läßt sich eine Zahl ö, > 0 finden, für die 


(24) If, Qu Kr) — ,[Q)| < 7 gilt, wenn |X,_,—Q,_,| <d, ist. 


Außerdem gibt es nach Satz 13 eine Zahl ö, > 0, unabhängig von X;_,, für die 


(25) |,_.(X) —h_ Qu X) | <7 gilt, wenn | X,,— Q,,| < 6, ist. 
Aus (24) und (25) folgt 


Y._,(X,) — je) | < €, wenn | X, ee Q, | < Min (ö,, Ö,) ist, 
so daß also /, , in Q; stetig ist. 
Umgekehrt ist /,_, in jedem Stetigkeitspunkt a fortiori auch stetig nach X,_, 


so daß die Menge M;_, der Stetigkeitspunkte mit der Menge der Stetigkeitspunkte 
nach X;_, übereinstimmt. Weil nun M;_, jedes Intervall [Ax«_r; Bir | Xır]) bis auf 
eine Menge vom (k— r)-dimensionalen Maße Null überdeckt, so ist f,_, in [A,; B,] 


punktiert unstetig, woraus die k-dimensionale Meßbarkeit von M;_, folgt. Über die 
komplementäre Menge M, , der Unstetigkeitspunkte von f, , wissen wir somit: 


1. M;_, hat auf jedem (k — r)-dimensionalen Intervallschnitt [Ax+; Bir | Xır] 
das (k— r)-dimensionale Maß Null; 


2. M;_, ist k-dimensional meßbar. 


Diese beiden Eigenschaften zusammen ergeben, daß M;_, das k-dimensionale Maß 
Null hat, womit Satz 14 bewiesen ist. 


Kehren wir nun wieder zu der Funktion F(X,) = RX,f[P;; Xr] zurück, so können 
wir, da ja nach Satz 8 überall RX, ‚f,_[P 5X | X) = FIX,) existiert, auf 


ihr Verhalten zu f,_,(X,) den Satz 11 anwenden. Dieser ergibt, daß auf der Menge M, , 
die Ableitung DX,_,‚F existiert und gleich f,_, ist: 

(26) DX,_F=f_, auf M,_„ fast überall in [A,; B}]-. 
Danach ist f, _, auf M, , eindeutig bestimmt; das bedeutet aber: 

(26a) AXırflPar; Kr | Ar) existiert auf M;_,, fast überall in [Ar; Bi]. 
Die beiden Beziehungen (26) und (26 a) bleiben auch für r = 0 und r = k richtig, wenn 
wir unter DXı:_;F die Funktion F und unter RXyf die Funktion f selbst verstehen. 


Auf dem Durchschnitt ® aller 2" Mengen M;_,, also wieder fast überall in [Ar; Bi], 
gelten dann (26) und (26a) für jeden Komplex X;,; wegen (26) ist somit F auf D total 
k-dimensional differenzierbar. Damit haben wir 


‚„|X,) nach X,_, stetig 
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Satz 15 (Hauptsatz für RX,-Integrale). 

Es ezxistire RX,f[Ar; Bi] und es sei F(X,) = RX, f[Pı; Xr] eine RX;-Integral- 
funktion von f{X,). Dann ist auf einer Menge M fast überall in [Ax; Bi] die Funktion 
F total k-dimensional differenzierbar, und zwar ıst auf M für jeden Komplex Xır 

1. das Integral RXyufl Per; Xar | Xk — Ar] vorhanden, 

3. D(Xr — Ar)F(Xr) — RXyufl Pır; Xır | Xr — rk]. 

Aus I, Satz 6 erhalten wir hierzu das 

Korollar zu Satz 15. Jede in [Ax; Bı] definierte R X,-Integralfunktion besitzt fast 
überall in [Ax; B«) ein Stolzsches totales Differential. 

Für stetige Funktionen f verändert sich der Satz zu 

Satz 15 a. Jede Integralfunktion RXwf[Pır; Aar| Xr — Xır) einer ın [Ax; Br) stetigen 
Funktion f(Xx) ist überall in |Ax; Bı] total r-dimensional differenzierbar. Ihre Ableitung nach 
dem Komplex Xxrs ist die Integralfunktion R(Xır— Xırs) [Per — Pırs; Xtr— Xars | Ak — Arne]. 


$ 3. Primitive Funktionen und ihre Ableitungen. 
Besteht zwischen zwei Funktionen F(X;) und f(X,) in [A:; Bi] die Beziehung 
DXuF =f, so nennen wir F eine X;,-primitive Funktion von /; wir schreiben diese 
Umkehrung des r-dimensionalen Differentiationsprozesses 


(27) F=DXr}. 
Offenbar hat bei gegebener Funktion f die Gleichung (27) wenn überhaupt eine, 
dann sogleich unendlich viele Lösungen, die sich nach I, Satz 15 um Summen von r 


nach je einer Veränderlichen konstanten Funktionen unterscheiden. Zwischen zwei 
X,-primitiven Funktionen F, und F, von f(X;) bestehen also stets die beiden Beziehungen 


k 
(28) F,=F, + 28(4— 3%), 
(29) ArF;[Ur; Ve] = Auf, Ur; Vi), 
letztere über jedes Teilintervall von [A;; Bi]. 


Ist fin [Ax; Bi] stetig, so ist nach Satz 11 jede RX,-Integralfunktion F,(X,) von 
f auch X;-primitive Funktion von f. Nach Satz 1 und (29) gilt dann für jede andere 


X;,-primitive Funktion DX; 'f von f die Beziehung 

(30) RX4f[Ur; Vi] = Au(DXr 'f) [Ur; Vi). 
Man kann also eine stetige Funktion mit Hilfe jeder X,-primitiven Funktion über ein 
k-dimensionales Intervall integrieren. 

Über die Beschaffenheit einer X7-primitiven Funktion F = DX; in [As; Bi) 
erhalten wir Auskunft aus I (18) und I, Satz 9. Nach I (18) ist 


k—1 

(31) F(X:) = F(A,) + ‚S, Ar_,F [Ar — Ay; Xr — Xır| Ar]; 
nach I, Satz 9 ist der Summand 4;,F [A:; Xr] stetig, und weil die anderen Summanden 
alle partiell konstant sind, so erhalten wir 

Satz 16. Jede X,-primitive Funktion läßt sich in ihrem Definitionsintervall als Summe 
einer stetigen Funktion und k nach je einer Veränderlichen konstanten Funktionen dar- 
stellen. 

Aber auch über die Beschaffenheit einer k-dimensionalen Ableitung gibt uns (31) 
eine wichtige Auskunft. Bezeichnen wir nämlich die stetige Funktion A,F[A:; Xr] 


mit g(X,), und ist H% eine Folge von Konstantenkomplexen mit lim 7% = 0, so erhalten 
v>®@ 
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wir aus (31) die Beziehung 


r k :(X + Hi 
a) DEP) in tt FAR _ , Altes FM 

>» Ar yı[Ar; (X + Hi) wow AryılAr; (X + He) 
Danach ist DX,F(X,) die Limesfunktion einer Folge stetiger Funktionen, also von 


der ersten Baireschen Klasse; hieraus folgt 


Satz 17. Besitzt eine Funktion in einem k-dimensionalen Intervall überall eine 
k-dimensionale Ableitung, so ıst diese Ableitung in dem Intervall punktiert unstetig. 


Wendet man I, Satz 14a auf (32) an, so erhält man 
(33) DX;F(X,) = lim DX,F(X + H);, 


H>% 
wobei H% im Intervall [0,; H%] liegt. Es ist also auch lim //£ = 0. Wir wollen, da in 
der Folge H% keine einzelne Größe h% bei veränderlichem . konstant bleibt, die Punkte 
(X + H), eine k-dimensionale Stetigkeitsfolge für X, nennen, und haben demnach 


Satz 18. Existiert eine k-dimensionale Ableitung in einem k-dimensionalen Inter- 
vall, so besitzt sie für jeden Punkt dieses Intervalles eine k-dimensionale Stetigkeitsfolge. | 


Aus diesem Satze ergibt sich, wie man leicht nachprüfen kann, daß die untere und 
die obere Grenze der k-dimensionalen Ableitung in dem abgeschlossenen Definitions- 
intervall [A;; B;] mit ihren Grenzen in dem offenen Intervall übereinstimmen, das wir 
mit (A;; Bi> bezeichnen wollen. 

Ist nun c irgendeine Zahl zwischen diesen beiden Grenzen, dann gibt es in dem 
offenen Intervall <A,; Bi) zwei vollständig gleich orientierte Intervalle [U,; V;] und 


[U;: Vi], für die 
FO; Vi) AuFlUr; Vi] 


35 ;: .. 
(35) Ar yılUx; Ve) A: yılUr; 2 


gilt. Wir verbinden die beiden Punkte U, und U; durch eine stetige, nach jeder einzelnen 
Veränderlichen monotone Kurve U;{t), die für O0 <:t =: 1 definiert sein möge, wobei also 
U,(0) = U; und U,(1) =U; sei; und durch eine ebensolche Kurve V;(t) verbinden wir 
VY; und V;. Jedes Intervall [Ux(t); Vı(t)] liegt dann in [Ax; Bil. Die Funktion 
Ft); Ve) 
AryrlVr(t); Va(t)] 
A; für die partiell konstanten Bestandteile von F verschwindet, und nimmt daher den 
zwischen 2(0) und z(1) gelegenen Wert e für t=t, an (O <t, <A). Im Intervall 
Us(t,); Ve(t,) erhalten wir daraus nach I, Satz 14a einen Punkt P,, für den DX;F(Pı) = c 
ist, und haben den 

Satz 19. Eine k-dimensionale Ableitung nimmt in einem k-dimensionalen Existenz- 
intervall jeden Wert zwischen ihrer unteren und ihrer oberen Grenze daselbst an. 

Korollar zu Satz 19. Existiert die Ableitung DX,F(X,) in [A:; Bi], so nimmt 
DX;F(X,) in [Ar; Bi] jeden Wert zwischen DX,F(A,) und DX,F(B,) an. 


z(t) = ist also für O <t<1 definiert?) und nach Satz 16 stetig, da ja 


$ 4. Monotone Funktionen und Funktionen von beschränkter Variation. 
Wir nennen eine Funktion f(X,) positiv (negativ) X,-monoton in |A,; Bil, wenn 
für jedes Teilintervall [Us; Vz‘ von [Ar; B;] die Beziehung 
(— 1) AflVr; Vi! 20 (< 0) 


8) Es lassen sich U;,(t) und Vy;(t) stets so (z. B. linear) wählen, daß der Nenner von z(f) nirgends ver- 
schwindet. 
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gilt. Ist [Ur; Vx] eine Gitterzerlegung von [A;; Bi], so haben wir nach I (8) für mono- 
tone Funktionen die Gleichung 


(36) 3 |Af[Ur; Vi]| = |ArflAr; Bill. 


Wir sagen, eine Funktion /(X;) sei in [Aı; Bi] von beschränkter X,- Variation, wenn 
für jede Gitterzerlegung die Summe 


(36a) 3 | AflUr; Vi]l 


beschränkt bleibt; in diesem Falle haben die Summen (36a) eine obere Grenze c. Wir 
verstehen dann unter der X;-Variation von f in [Ax; Bi] die Größe 

(37) T,f[ Ar; Bi) =. (— 1) C. 
Aus (36) folgt unmittelbar 

Satz 20. In [Ax; Bi] ist jede X,-monotone Funktion f(Xı) auch von beschränkter 
X,-Variation, und zwar ist Tıf[Ar; Bil = (—1) | Arf[Ar; Br) ]. 

Stellen die Intervalle [U;; vi) mehrere oder alle Teile einer Gitterzerlegung von 
[Ax; B,] vor, so gilt für Funktionen von beschränkter X,-Variation 


(38) 2 |A,flUr; Vi|S | TıflAn; Bil], 
für X,-monotone Funktionen also 
(38a) 2 | Af[lU:; vi]| S |Arf[Ar; Bil]. 


Wir weisen jetzt nach, daß 7;f eine additive Intervallfunktion im Sinne von I, $ 2 
ist; wegen der vektoriellen Definition von 7;F genügt es hierzu, die Richtigkeit von 
I (1a) für drei positiv orientierte Intervalle festzustellen. Wir behaupten also 


(39) T,f[ Ak; B;: — b,, c,)° + T,f Ark — Ad,, Cy;5 B.)° = T,fl As; Bi). 


Wir bezeichnen abkürzend die beiden links stehenden Intervalle mit [%,]° und [%,]°, das 
rechts stehende mit [$]°; [%,]° und [%,]° sind Teilintervalle von [%]. Der Beweis zerfällt 
in zwei Teile: 


1. Wir konstruieren in [%,]° und in [%,]° je eine Gitterzerlegung, welche die Werte 
2,20 und 2,>0 für die Summen (36a) ergeben. Führen wir nun die Zerlegungsschnitte 
der beiden Gitter durch das ganze Intervall [%]° hindurch, so entsteht eine Gitterzerlegung 
von [%$]° mit dem Wert 2 > 0 für (36a). Bei der Konstruktion des Gitters in [%] ist 
die Anzahl der Gitterintervalle keinesfalls kleiner geworden; daraus folgt 2, + 3, =}, 
also auch für die oberen Grenzen 


(40a) TJ/Sı + fi = Tıfl3l- 


2. Nehmen wir eine Gitterzerlegung von [$]° mit der Summe 2’, so fügen wir dieser 
den Schnitt x, = c, hinzu, wenn er noch nicht in ihr enthalten war. Wir bekommen 
dadurch eine Gitterzerlegung von [$%,]°’ und [%,]°, deren Summen 2, und 23 seien; wieder 
ist bei der Konstruktion die Anzahl der Gitterintervalle nicht kleiner geworden, so daß 
2i+232 2’ ist, woraus diesmal 


(40b) TR’ + fe S Till) 


folgt. Nunmehr ergeben aber (40a) und (40b) sofort die Richtigkeit von (39); wir dürfen 
daher auf die Intervallfunktion 7;/ die in I für Y, aufgefundenen Relationen anwenden. 


Bilden wir von einem festen Punkt P; in [A,; B;] aus die Punktfunktion 
g(X,) = Tıf[Pı; Xr)], so erhalten wir aus I, Satz 10 und (37) für jedes Teilintervall 
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[U;; Va) von [Ar; Bi] die Gleichung 

(41) (— 1) Arg[U4; Vi) = (— 1 TuflUr; Vi 0. 
Somit ist g(Xr) eine in [Ax; Br] positiv X,-monotone Funktion. Aus I (8), der Defi- 
nition von. T;f und (41) folgt weiter 

(42) IAglVr; Vrl| Z |ArflVr; Ve). 
Wir betrachten nun die Funktionen f, =4g +4/ und f, =4g— 4; für diese ist 
nach (41), (42) und I (20) 

(43) — 1 Afıllı; VI 20; (N Aldi; Vi 20. 
Beide Funktionen sind demnach in [Ax; Br] positiv X,-monoton, und weil f,—f, =f 
ist, haben wir den 

Satz 21. Jede Funktion f(X,), die in [Ax; Br] von beschränkter X,-Variation ist, 
läßt sich darstellen als Differenz zweier in |Ax; Bi] positiv X,-monotoner Funktionen. 


$5. Die A,-Stetigkeit und die k-dimensionale Differenzierbarkeit der Funktionen von 
beschränkter X;-Variation. 


Wir setzen lim |Ayf[ Pi; Xr)| = dA4f(Pı) und bezeichnen SX,f(P,) Z0 als 
Xr>Pk 


die öX,-Schwankung von fin Pi. Es ist A, f(Pı) = 0, wenn die Funktion A;-stetig 
in P; nach X, ist, und umgekehrt. Wir beweisen 

Satz 22. Eine Funktion f(X,), die in [Ax; Br] von beschränkter X,- Variation ist, 
ist in [Ax; Bi], abgesehen von einer höchstens abzählbaren Punktmenge, auch Ay-stetig 
nach X. 

1. Ist Tıf[Ar; Be] = 0, so Ist auch A,f[Ür; Vr] = 0 nach (38) für jedes Teilinter- 
vall von [A;; B;], somit überall öX,f =. 

2. Es sei | Tıf[ Ar; Bi]| = e > 0. Ist dann n eine ganze positive Zahl, so gibt es 





höchstens n Punkte, in denen öX,.f > — ist. Wir nehmen an, es gäbe n -+ 1 derartige 


Punkte Pi, mit 1<s usn +1, dann lassen sich n + 1 paarweise punktfremde Inter- 
valle [P%; Q%] finden, für die| A,f[P%; 0%]| > — gilt. Stellen wir mit Hilfe dieser Inter- 
valle (die gegebenenfalls dabei zerschnitten werden müssen) eine Gitterzerlegung von 


(Ar; Bi) her, so erhalten wir aus (38) die Beziehung 


_ n+1 i 1 
|TftAn; Bill 22, | AuftPR; Ok > 





im Widerspruch zu der gemachten Annahme |T,f[Ax; B}]| = ce. Damit ist der Satz be- 
wiesen. 

Satz 23. Eine Funktion f{X,), die in [Ax; Bi] von beschränkter X,-Variation ist, 
besitzt fast überall in [Ax; Bi] die Ableitung DXıf(Xr). 

Nach Satz 21 genügt es, den Beweis für eine in [A,; Br] positiv A,-monotone 
Funktion zu führen; für eine solche ist stets DX,f Z 0. Wir setzen noch zur Abkürzung 
ıAıf[Ar; Bi)| = 4. 

1. Beweis, daß die Menge WM(DX;f = + ») das k-dimensionale Maß Null besitzt. 

Wir nehmen an, für das äußere Maß M von M gelte M > 0. Für jeden Punkt P, 


von M konstruieren wir innerhalb [A;; B.] eine Intervallfolge [P,; U) mit U; > Pı, 
für die 





AflPr; U}) > 24 
Aı yılPr; Ur) M 
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(44) 
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ist. Hieraus folgt 
24 
(45) | AfL Pr; Ur] > M | Az yal Pr; Ui]l. 


Nach dem Satze von Vitali greifen wir aus der Gesamtheit unserer Intervallfolgen eine 
endliche Anzahl getrennt liegender Intervalle heraus — ihre Vereinigungsmenge sei % —, 


für welche 
(46) NI>T- 


ist. Wir bezeichnen die herausgegriffenen Intervalle mit [P};U}], wobi 1<A<n 
sei. Dann ist, unter Benutzung von (46), 


(47) Amp; u -3209> 5 


Aus (45) und (47) erhalten wir für unsere » Intervalle, die wir wegen ihrer getrennten 
Lage als (vielleicht zerschnittene) Teile eines Gitters auffassen können, 


(48) Z1AflPE; UN > 4 = |ArflAn; Bill, 
im Widerspruch zu (38a). 

2. Beweis, daß die Menge WDX,.f> DX;f) das k-dimensionale Maß Null besitzt. 

Wegen der Abzählbarkeit aller rationalen Zahlenpaare genügt der Nachweis, daß 
die Menge N,(0 < DX,f <u <v <DX,f), wobei u und v zwei feste positive rationale 
Zahlen sind, das k-dimensionale Maß Null hat. 


Wir nehmen an, es sei W, > 0. Wir überdecken dann N, mit einer offenen Intervall- 
menge ‘%,, deren Maß |%,| die Bedingung 


(49) Il < N,(1 + e) 


erfüllt, wobei e irgendeine Zahl zwischen O0 und 1 sei, also 0 <e<1. Darauf kon- 
struieren wir innerhalb %, und [A,; B;] für jeden Punkt ?, von R, eine Intervallfolge 


[(P,; U) mit U% > Pı, für die 

(50) |Arf[Pr; Ur)| < u | Ar yalPı; Ui] | 
gilt. Der Satz von Vitali verschafft uns aus der Gesamtheit dieser Intervallfolgen eine 
endliche Anzahl getrennt liegender Intervalle (Vereinigungsmenge %,), für die 


(51) Rd > Nıll— e) 
gilt; die Intervalle von %, seien [P}; Ur], mit1<A<I. Wir erhalten dann unter Berück- 
sichtigung von (49) die Beziehung 


I ie 
(52) 2 |AylP; U)| = 1% Ss Iıl<Rlte); 
aus (50) und (52) folgt nun 
i u 
(53) 2 |AflPı; U)| <uN li + e). 


Wir bezeichnen nun die Vereinigungsmenge der 2 offenen Intervalle (Pi, Ui) mit % 
und setzen NY = N,, dann ist wegen |%| = |%,| nach (51) auch 


(54) N> NM—e). 
Wegen N, < N, können wir innerhalb % für jeden Punkt Q; von N, eine Intervallfolge 
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[Q; V%] mit VE > 0x konstruieren, für die 


(55) |Arf[Qr; Va] > v|AryalQr; Veli 
gilt. Der Satz von Vitali verschaflt uns aus der Gesamtheit dieser Intervallfolgen eine 
endliche Anzahl getrennt liegender Intervalle (Vereinigungsmenge %3), für die 


(56) Is] SZ NIE > Null — e) 


ist. Bezeichnen wir noch diese herausgegriffenen Intervalle mit [O;; Vi], wobeil<» <n 
sei, so erhalten wir aus (54), (55) und (56) 


(57) 2 |Avfl0h; vl> v2 |AryelQr; Vel| = vll > vN,(t — 2e). 


Nunmehr wählen wir unsere Zahl e> 0 so klein, daß u(l + e) <v(1 —2e) wird; aus 
(53) und (57) erhalten wir dann 


n l 
(58a) 2 |A,flQ; VEI> &1A/[Pr; Un. 


Andrerseits erhalten wir aus (38a), weil ja die Intervalle [Q;; Vz) in den Intervallen 
(Pr; UL] liegen, 


I 


(58b) Z1Afl0k; Val S SAP; Un. 


Durch den Widerspruch von (58a) mit (58b) ist somit unser Satz bewiesen. 


$ 6. Vollständige Monotonie und beschränkte Gesamtvariation. 

Wir nennen eine Funktion /(X,) vollständig positiv (negativ) monoton in [Ax; Bk), 
wenn sie in [A;; B] positiv (negativ) X;-monoton und in Jedem Schnitt [Ayr; Bar | Ar — ur] 
positiv (negativ) Xz,-monoton ist. 

Ebenso nennen wir /(X;) eine Funktion von beschränkter Gesamtvariation ın 
[Ax; Bi], wenn sie in [Ax; B,] von beschränkter X;-Variation und in jedem Schnitt 
[Axr; Ber| X# — Arr]) von beschränkter X;,-Variation ist. 

Wir kennzeichnen im folgenden ein nach I, $ 4 vollständig positiv orientiertes Inter- 
vll [Ax; Br) durch [Ax; Bı]* und beweisen jetzt 

Satz 24. Eine Funktion f(X,) ist schon dann vollständig positiv monoton in [Ax; Bi) , 





wenn sie in [Ax; Br)” positiv X;-monoton und in jedem von A, ausgehenden Oberflächen- 


intervall [Axr; Bar| Ak — Ar) positiv Xy,-monoton ist. 

Wir werden sogar mehr zeigen, nämlich daß stets 

(59) A,f Ur; Ver| Ar — Kar)" > A,flUrr; Ver| Ak — Ar) j >0 
gilt, wenn [Urr; Ver) ; ein Teilintervall von [Ayr; Ber) und X — X, ein Punkt in 
(A: — Aır; B, — Bir)” ist. 

Wir erreichen den Nachweis von (59) durch einen doppelten Induktionsschluß. 

1. Für r=k ist (59) richtig. 

2. Es sei (59) fürr =r + 1 richtig. Wir werden zeigen, daß unter dieser Voraus- 
setzung der Wert von A;f[Uz;; Vy;| Ag — Ay] nie abnimmt, wenn wir sukzessive die 
k—r Werte A,— A;; durch die k— r Werte X, — X,; ersetzen. Wir schreiben wieder 
A, = X, — Ars; ferner sei X, ein Teilkomplex von X,— X,; und X, ; ,= X, —- Au —Ä,; 
dann erhalten wir aus I (14) 

(60) 4,flU:; Vr|Aııs_n X)" Bun 4flU;; Val 4,, A, — 4) BP 


+ 4,1] U, 0,5; Van, 2, An K — 8)": 
3* 
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Der letzte Summand ist nach unserer Annahme über r =r + 1 positiv, unser Ziel ist 
also mit (60) erreicht. 

Für Funktionen von beschränkter Gesamtschwankung haben wir den noch etwas 
allgemeineren 

Satz 25. Eine Funktion f(X;) ist schon dann von beschränkter Gesamtvarialtion in 
[Ax; Bi], wenn sie in [Ax; Br] von beschränkter X,-Variation und in jedem durch einen 
festen Punkt P, gehenden Schnitt [Axr; Bir| Pk — Pır) von beschränkter Xxr- Variation ist. 


Für 1z£r<sk ist nach den gemachten Voraussetzungen 


(61) | Torf Ar; Bar| Pr — Pir)| < cc. 
Unser Ziel ist der Beweis von 
(62) 'Tirf[l Ar; Bar | Ar — Arr)| S 6, 


1. Für r=k ıst (62) nach Voraussetzung richtig. 

2. Für r=r+1 sei (62) richtig. Ist dann IU};; V};| X, — X] mit 1A<SA<sın 
irgendeine Gitterzerlegung von [A,;; Ba | X, — Xr;], so haben wir für die parallele 
Zerlegung von [A;;; Bi; | Pr — Pı;) wegen (61) die Abschätzung 


(63) 2, |4rflU; Ve | Pa— Pal <e. 
Aus (60) erhalten wir die Abschätzung 
(64) I 1A: /[Urr: Ver | Pin All SZ 1 ArfUrr; Ver | Pain Pr X — 8%) 


r z | 4:11 [U P, ; Var T, | Pass: X, vs x, | . 
Die letzte Summe ist nach unserer Annahme über 7;;ıf kleiner als c;ı. Um von 
= |A;f Ur; + P,— P;]' zu = |d; U}; X A — Arr)| zu gelangen, müssen wir den 
durch (64) gekennzeichneten Schritt höchstens (k— r)-mal ausführen; daraus folgt, 
. daß die letztere Summe kleiner als c+ (k—r)c;;ı ist, also, weil die Gitterzerlegung 
beliebig war, auch 

IT,flAuı Ball ıa — All se + (k—r)o,ı- 

Mit dieser Rekursionsformel ist Satz 25 bewiesen. 


Nach dem eben bewiesenen Satze ist insbesondere jede vollständig monotone 
Funktion auch von beschränkter Gesamtvariation. Haben wir umgekehrt eine Funktion 
f(X,) von beschränkter Gesamtvariation, so betrachten wir im vollständig positiv orien- 


tierten Definitionsintervall [Ax; Br] die Funktion 
| k | 
(65) KA) = (Ar) + 8, Trf[Asr; Kar | Ar — As]. 


Nun sei X ein fester Teilkomplex von X;, dann erhalten wir den Wert von 
AyflUrs; Vrs | Ar — Ars] nach I (20), indem wir diese A,-Funktion für alle Summanden 


fer(Ar) = Tl Av; Ar | Ar — Ar] einzeln bilden und dann summieren. . Wir unter- 
scheiden dabei drei Fälle: 

1. X,, enthält wenigstens ein Element von X,— X,,. Weil f,, nach X, — X,, 
konstant ist, erhalten wir in diesem Falle A,f, U; Var | Ar — Ar)" = 0. 


‘ 


2. Ay Ist mit s < rein Teilkomplex von X;,. In diesem Falle erhalten wir wegen 
I (7) stets (Ay, Ar — Au) = 0, was wieder zu A,fy[Ur; Vier | Ar — Au) = 0 führt. 
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3. As ist identisch mit X;,. Dann erhalten wir, indem wir noch s durch r ersetzen, 
nach I, Satz 10 die Gleichung 


Arfir Urn; Var | Ar — Au)" = TU; Var | Ar — Au). 
Die Ausführung der geplanten Summation ergibt also, wenn wir noch (38) hinzu- 
nehmen: 


(66) A,f[Ur; Vhr A; aut A kr) m T,/ Ur; Vhr | A we Arr) e | 4 ‚fit 5 Vor | Ar ze Av] | |» 


Nach (66) erfüllen die Funktionen f, = 3/ + 4/ und f, =4f/— }/ die Voraussetzungen 
des Satzes 24, sind also ın [Ax; B«] vollständig positiv monoton. Weil aber f = fi — fa 
ist, haben wir damit den 

Satz 26. Eine Funktion, die ın |A;; B;) von beschränkter Gesamtvariation ist, läßt 
sich darstellen als Difjerenz zweier ın |Ax; Bx| vollständig positiv monotoner Funktionen. 





$ 7. Die Stetigkeit, die Integrierbarkeit und die Differenzierbarkeit der Funktionen 
von beschränkter Gesamtvariation. 


In Erweiterung der Definition von öX,f(P;) setzen wir jetzt 
lım | d,f[ Par; Arr | Pr — Prr)| = 6X er f( Pr) 
ZuPı, 
und bezeichnen diese Größe als die öX;,-Schwankung von fin P;. Nach I, Satz 4 ist / 
in P,; genau dann stetig, wenn öXyf(Pr) = 0 ist für alle vl Komplexe Xj,. Wir 
beweisen 

Satz 27. Eine Funktion f(X,), die in |Ay,; B,) von beschränkter Gesamtvariation 
ist, ıst fast überall ın |Ax; Br) stetig. Es existiert also das RX;,-Integral RX,f| As; Br). 

Wir beweisen, daß für jeden Komplex X;, die Menge M(X;,) aller Punkte, in denen 
ÖXrrf > 0 ist, das k-dimensionale Maß Null besitzt; wegen Satz 26 genügt es, diesen 
Nachweis für eine vollständige positiv monotone Funktion f(A;) zu erbringen. Es seı 
nun [Ax; B}]' das Definitionsintervall von f(X;) in seiner vollständig positiven Orien- 
tierung. 

1. Fürr=%k ıst | M(Ar)| = 0 wegen Satz 22. 

2. Es seı r<k. Dann ist der Durchschnitt von W(X;,) mit dem Intervall 
|'Axr; Bar) Be — Bir)" nach Satz 22 abzählbar. Ist aber 6X, f(Uxr, Be — Bar) = 0, so ist 
für jeden Wert X, — Au in [Ax — Ar; Br — Bir) auch öXyf(Urn, Ak — Akr) = 0, 
weil nach (59) stets |4A,f|Urr; Var) Be — Bar) | Z | A, flUrr; Ver) Ar — Arr)| ist. Die 
Menge W(X;,) besteht somit aus höchstens abzählbar vielen (Ak — r)-dimensionalen 
Intervallen, die auf [Ay; Bar) Be — Bir) orthogonal beginnen und spätestens auf 
(Axr; Bar) Ar — Ar) endigen. Sie hat also das k-dimensionale Maß Null, womit der 
Satz bewiesen ist. 

Satz 28. Eine Funktion f{X,), die in |Ay; Bi) von beschränkter Gesamtvartiation 
ıst, besitzt fast überall in |Ax; B;x) endliche obere und untere mehrdimensionale Ableitungen 
DXyuf und DXyf. 

Da es nach Satz 26 wieder genügt, den Satz für eine vollständig positiv monotone 
Funktion f(X;) zu beweisen, ist stets Os DX,,f < DX,,f; wir zeigen also, daß die 
Menge W(X;r), auf der DX.,f= + © ist, das k-dimensionale Maß Null hat; [Ax; Bi) 
seı die vollständig positive Orientierung des Definitionsintervalles. 

1. Für r=% ist |N(Ayr).| = 0 wegen Satz 23. 

2. Es seı r<kA. Dann ist der Durchschnitt von NW(XA;,) mit dem Intervall 
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[Akr; Ber| Be— Ber)" eine r-dimensionale Nullmenge, und aus (59) folgt hier 
D X f(Usr, Be — Bar) Z DXorf(Urr, Xk— Kar). Die Menge NW(X;,) besteht somit 
aus (k— r)-dimensionalen Intervallen, die auf einer r-dimensionalen Nullmenge des 
Intervalles[ Ax,; Ber| Be— Bir)" orthogonal beginnen und spätestensauf [Ayr; Ba, | Ar— Ar] 
endigen, hat also das k-dimensionale Maß Null. 

Bemerkung. Wir hätten den Satz 27 auch unmittelbar aus Satz 28 mit Hilfe von I, 
Satz 7 folgern können. Aber die Tatsache, daß in Satz 27 die Ausnahmemenge W(X;,) 
aus nur abzählbar vielen Intervallen besteht, während man das von der Menge W(X;,) 
des Satzes 28 nicht sagen kann, läßt wohl die gesonderte Behandlung beider Sätze gerecht- 
fertigt erscheinen. 

Nicht ganz so einfach ist der Nachweis, daß f(X;) auch fast überall r-dimensional 
nach Ay, differenzierbar ist, wenn r <k ist. Es folgt zwar aus Satz 23, daß die Menge 
W(Xrr), In der DX;,f nicht existiert, auf jedem Schnitt [Avw; Bir| X, — Xrr) eine 
r-dimensionale Nullmenge bildet. Daraus darf man schließen, daß das innere k-dimen- 
sionale Maß R’(X;-) der Menge Null ist; offen bleibt aber die Frage, ob sie überhaupt meß- 
bar ist). 

Wir können jedoch den Beweis des Satzes 23 dahin verändern, daß er für voll- 
ständig positiv monotone Funktionen auch über das k-dimensionale Maß von W(Xr,) 
die gewünschte Aussage macht; nur werden wir die Intervallfolgen (50) und (55) durch 
Folgen mit anderen Eigenschaften ersetzen müssen. 

Satz 29. Eine Funktion f(X;), die ın [Ax; Br] von beschränkter Gesamitvariation 
ıst, besitzt fast überall in [Ax; Bi) die Ableitung DXurf. 

Wegen Satz 26 genügt es, den Beweis für eine in [Ax; B4]" vollständig positiv mono- 
tone Funktion f(X;) zu führen. 

1. Für r=k ist |W(Xyr)| = 0 wegen Satz 29. 

2. Es seien im folgenden X;, und X;_, zwei komplementäre Komplexe mit r <k; 
die Teilkomplexe von X;-, bezeichnen wir mit X, (1sssk—r). Wegen 1. dürfen 
wir annehmen, daß stets |W’(Xyr, X,)| = 0 ist. Nach dieser Annahme und nach Satz 28 
erhalten wir eine in den Maßen mit R’(X;,) übereinstimmende Menge W’’(X;,), wenn wir 
aus ihr ihren Durchschnitt mit den Mengen N’(X;,, X,) und die Menge WDXuf = + ») 
entfernen. Sind nun u <v zwei positive rationale Zahlen, so bilden alle Punkte von 
N '(Xr,), in denen DXyf <u <v < DXy,f ist, eine Teilmenge N, von R’(Xy,); wegen 
der Abzählbarkeit der rationalen Zahlenpaare haben wir wieder nur zu beweisen, daß 
IN,| = 0 ıst. 

Es sei also N, > 0. Wir überdecken N, mit einer offenen Intervallmenge $,, für die 


(67) l<NRl+e) 
gilt mt O0 <e<h1. Istnun P; ein Punkt von WR, und DXu,f(Pı) = u —d, wobeid>0 
ist, so dürfen wir wegen unserer Annahme über die Existenz der Ableitungen 
D(Xrr, As)f( Pr) und wegen der positiven Monotonie von f setzen 0 S D(Xır, As)f(Pı) < ec. 
Wir grenzen zur Konstruktion unserer Intervallfolge zunächst eine Umgebung 

(68) |Xx— Pı| <ö 
ab, die ganz in $%, und in [Ax; Bk] liegt und in der für 1<ssk—r 

(69) | A,+sf[ Pır, Pi; Ar, X, | Pı- — P, <c | Ar+sYr+sl Pır, Ps Arr, A,]| 

= C | Ayprl Par; Kar) | | Asyl Ps; X] | 


9) Vgl. zu diesem Problem: Sierpinski, Fund. Math. 1 (1920), S. 114. 
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gilt. Innerhalb (68) bestimmen wir eine Folge von r-dimensionalen Intervallen 


[Pır; Ur: | Pı—] mit UHr> Pu: für die 


(70) | Arf[ Par; Ur | Pa) | < (u — 3d) | Aryrl Par; Uhr] | 
gilt. Wegen der Stetigkeit von y, können wir einen Wert U;-, so finden, daß stets 
2 da 1 d 
(71) e|AsylPs; A| < 3 gkor 


ist, wenn X, im Intervall [P,; U;] liegt, wobei wir noch U;_,— P;-, hinzufügen dürfen; 


für solehe Werte von X, geht (69) über in 


1 I TAT | 
(72) 4,4, /{P kr, I 5 "er, Ä s| Pı-r — P;]| . 3° > [Aryrl Par; Uhr] | 


Setzen wir noch A, [Ps U, X,_] = g.(X,_,), so erhalten wir aus I (18) 


“k—r 
18,(A,_, u „Br .) 3 | 1,8,1P:; X, | Pan” x P] r 

was durch I (17) übergeht in 

(73) |8,(%,_) —8,(P,_,)| S 5 A, FPn Ps Un X, 1 PA, P}l- 
Aus (72) und (73) erhalten wir 

(74) 18, X%,_,) —8,(Pı-„)| < 3a Av, [Ps Ol - 
Wegen (70) ist |g,(P,_,)| < (u — 34) | 4, y,[P,; U); im ganzen Intervall [P,_;U%,_,] 
ist also nach (74) 

(75) 18,(X%,_,)] < (u —3d) |A,y, IPs UI <uldy [Ps Url. 
Wegen der vollständigen Monotonie von f existiert das AXA,-,-Integral von 


g,(X,_,) = As HP, Ohr | X,_,) über [A B,_,, also auch das RX,_,-Integral des 


1 


absoluten Betrages dieser Funktion. Aus Satz 10 erhalten wir wegen (75) die Ab- 


schätzung 
(76) |RX, 
oder, indem wir für g, seine ursprüngliche Bedeutung einsetzen, 
(76a) | RXy-r(| Arf[ Par; Uhr | Ar] |) [Pi-r; Ur-r| < u | AryalPı; UN]. 
Damit haben wir jedem Punkt P; von NW, eine Intervallfolge [P;; U5) mit UL; — Px zu- 
geordnet, für welche (76a) gilt. 


Aus allen diesen Intervallfolgen greifen wir nach dem Satze von Vitalı eine end- 
liche Anzahl getrennt liegender Intervalle mit der Vereinigungsmenge ‘%, heraus, für die 


(77) RA > Nll—e) 
gilt; die Intervalle von %, seien [P}; U} mit 1<A<I. Aus (67) erhalten wir 


8,[P.- „U _)] <u|j4Ay[P,; 9, 1114,_,v,_,[P,_5 U, _,)] = wlA,w[P,; 0%] 


ni 


! 
(78) ZlAylP; U |aISsIHl<Rll+te). 
Aus (76a) ” (78) folgt schließlich 
(79) &|RXı-(|4 Pi; UH| KA) [Ai-; | <uNn, (1 +e). 


Nunmehr bezeichnen wir die Vereinigungsmenge der l offenen Intervalle (Pi; Ur) mit 
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% und setzen N,% = N,; dann ist wegen |%;| = || nach (77) auch 
(80) NnNnt—e). 


Für jeden Punkt Q, von W, läßt sich in vollständiger Analogie zu dem Verfahren, 
das zu der durch (76a) gekennzeichneten Intervallfolge geführt hat, eine Intervallfolge 


u 


07; 1%) mit V% > 0, konstruieren, die ganz in {% liegt und für die 
(81) [RX Arf[Qar; Vir | Karl |) Ber; Var) | > | AryalQr; Vi) 


gilt. Der Satz von Vitali verschafft uns aus der Gesamtheit dieser Intervallfolgen eine 
endliche Anzahl getrennt liegender Intervalle mit der Vereinigungsmenge ‘%,, für die 
(82) 31 Z Nas > N, (1 — €) 


gilt. Die Intervalle von %, seien [O; Vr] mit 1<»<n; aus (80), (81) und (82) folgt 
dann 


(85) z IRA:-,( A,F[Qkr; l kr! + ') [Ok-r; Vk-r) | >WV Ni aan 2e) . 





Wählen wir unsere Zahl &e> 0 so klein, daß u(1 -+ e) < v(1 —2e) wird, so erhalten wir 
aus (79) und (85) 











(8%) EIRKA|ArfIhr; Verl Kur) ion Vi 
4 ne 3 2 
> = (| Arf[ Par; Urr | Ar-r] |) [Per ; Vr—] |. 


Zu dieser Beziehung (84) werden wir in Widerspruch geraten, indem wir nach- 
weisen, daß die links stehende Integralsumme nicht größer als die rechts stehende sein 
kann. Alle Integrationsintervalle der linken Seite liegen getrennt in den Integrations- 
intervallen der rechten Seite; die in [Pi _,; Ur_.,] liegenden bezeichnen wir mit 0.5 Ve], 
wobei 1 = », Zn, sei. Wegen des nirgends negativen Integranden erhalten wir 


(85) IRXi_r(| Ar FE Pi; Orr | Xu] |) LPi-r; Ur-n] | 
N; a 2 = 
> 2 [RX] ArJL Pi; Ui | Kir) [On VE]; 
weil [0%; Vi] ein Teilintervall von [Pi,;U;,) und f vollständig monoton ist, können 
wir (38a) anwenden und erhalten 


(86) |A,f[ Pi; Ur: | Ar | |4,f[Q%8; VA Ar] |; 
woraus sich 
(87) &|R Xr-r(| Arf[Pir; Orr | Xi] |) [Qr; Veto] 


X (1 Arf[Q8; Ver | Kir] |) Ar; Ver] | 
ergibt. Aus (85) und (87) folgt 


=, 





(88) IRXı_.(| Arf[ Par; Uir | KA) LPE-; UVi-]| 


> 2 RX AS; VEN) Or VE, 





l nd 


n 
woraus sich nun wegen Er = = = durch Summation über A sofort 
=1»1 y= 
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l 
(88a) &, | RXı-r{| Arf [Pir; Urn | Xa-r]|) [Pi-r; Ur-r] 


22 RX:—(| Arf [Okr; Vhr | Xt—r] |) [Qk—r ; Vi-r]| 


ergibt, im Widerspruch zu (84). 

Unmittelbar aus Satz 29 folgt 

Satz 30. Eine Funktion f(X,), die in [A,; Bi) von beschränkter Gesamtvariation 
ist, ıst fast überall in |Ax; Bi] total k-dimensional differenzierbar. 

Wegen I, Satz 6 erhalten wir hierzu das 

Korollar. Eine Funktion f(X;), die in [A;; B;) von beschränkter Gesamtvariation ist, 
besitzt fast überall in [Ax; Bı]) ein Stolzsches totales Differential. 


$S 8. Funktionen mit beschränkten Differenzenquotienten. 

Ist f(X,) in [Ax; Br) definiert, so existiert für jedes Intervall [Uy,; Vır| Ar — Ahr] 
innerhalb [A;,; BB] mit 1<£r<sk die skalare Intervallfunktion 
ArflUar; Var| Ar — Aur) 

All 

die wir den Differenzenquotienten von f in diesem Intervall nennen. Gibt es eine Kon- 
stante c > 0, für die stets 

(90) OA FL Ur; Ver) Ar — Arr]| <e 
gilt, so sagen wir, die Funktion f habe beschränkte Differenzenquotienten in [Ar; Bi). 
Entsprechend den Sätzen 24 und 25 zeigen wir 


(89) QOXırfl Ur; Vrr| Xr BE Arr] = 


Satz 31. Eine Funktion f(X,) hat schon dann beschränkte Difjerenzenquotienten in 
[Ar; Bi], wenn QX,f ın [Ar; Bi) und OX.,f fürr <k in dem durch einen festen Punkt P; 
gehenden Schnitt [Aır; Bir| Pr — Pır) beschränkt ist. 

Es ist also stets 


(91) \OXrflUrr; Vhr| Pı: — Pr] | u - fürisr sk. 
Zu beweisen ist, daß stets 
(92) |\QXuflUr; Ver) Ak — Arr]| < Cr 


ist. 

1. Für r=k ist (92) mit co, =c wegen (91) richtig. 

2. Es seir <k und (9) für r + 1 richtig. Aus der Beziehung (60) erhalten wir 
durch Division mit 4; y;[U;;; V;;], wobei wir noch I (21) berücksichtigen, 


(93) QXrfLUr; Verl Pin A) = (Xu Vrr; Viel Pr Pr As — %,) 
+ 4, yılP,; %,JQ Aryc4 Ur, Pr; Vin % | Pin A). 
Der letzte Summand ist nach unserer Annahme über QX;«r+1f absolut kleiner 
als 4, | Aıyılps SI S 41 | Adıyıla,; b,]|. Um von QXy/LU:; Ver | Piz) zu 
QXuf[lUr; Vır| Xr_;] zu gelangen, müssen wir den durch (93) gekennzeichneten Schritt 
höchstens (k — r)-mal ausführen; wir erhalten also, wenn wir noch (91) berücksichtigen, 
(94) |QXwrf[LUi; Verl | <ec + 41 DIA yılas bill. 
X,<Xk—r 
Mit ;=c-+ @41 Max 214, y,la,; b,|| ist nun der Satz bewiesen. 
A,<Xi—r 
Satz 32. Jede Funktion f{Xx), die in [Ax; Bi] beschränkte Differenzenquotienten 


besitzt, ist in [Ax; Bi] stetig und von beschränkter Gesamtvariatıon. 
Journal für Mathematik. Bd. 173. Heitl, 4 
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1. Die Stetigkeit von f folgt aus I, Satz 7. 

2. Ist [Urs; V},| Pı — Pu) mit 1sSAS[I irgendeine Gitterzerlegung von 
(Ar; Bar| Pe — Pır], so haben wir für jedes Gitterintervall 

(95) | Ar f[Uir; Ver] Pa — Prr])| < ec |AryrlUr; Verl, 


also für die Summe 


ı I 
(96) 1 ArflUir; Vir| Pa — Pır)| < 8 |Ar yrlUir; Ver]| = © | Ar YrlAkr; Bar). 





Damit ist Satz 32 bewiesen; alle Sätze der $$ 6 und 7 gelten somit für Funktionen mit 
beschränkten Differenzenquotienten. 

Zu den RX;-Integralfunktionen finden wir die Beziehung in 

Satz 33. Ist f({A,) in [Ar; Br] beschränkt, so besitzen die beiden Integralfunktionen 
F(X;) = RXyf[ Pr; Xx) und F(X,) = RXyf[Pı; Xr) in [Ar; Ba) beschränkte Differenzen- 
quotıenten. 

Wir führen den Beweis für F; derjenige für F verläuft genau so. Es sei |/| < c. 

1. Da RX,f die Forderungen des $ 1 erfüllt, haben wir wegen Satz 1 und (9) 

(97) |44F[UG; Vi]| = | RXıflUr; Val] <e | AryılUs; Vi]l, 
was mit |QX,F[U:; Vel| <c gleichbedeutend ist. 

2. Für r<k ist im Schnitt [Asr; Ber| Pr — Pır) nach (3) konstant ?=0, also 
auch QOXuF[Uwr; Ver | PE— Pr) = 0. 

Weil nach 1. und 2. für F die Voraussetzungen des Satzes 31 erfüllt sind, ist damit 


Satz 33 bewiesen. 
Wir fügen diesem Satze an, auf Grund des Satzes 30, das vielleicht überraschende 


Korollar zu Satz 33. Ist f{X,) in [Ar; Bi] beschränkt, so sind die beiden Integral- 
funktionen RXyf[ Pr; Xr) und RXyf[Pı; Xr) fast überall in [Ar; Bi] total k-dimensional 
dıfferenzierbar. 


$ 9. Das Lebesgue-Integral. 


Wir definieren auch das Lebesgue-Integral einer beschränkten Funktion f(X,) 
über ein Intervall [A;x; B;) vektoriell, indem wir in bekannter Weise zerlegen 


ie: | fi =f, wenn f>0; f,=0 überall sonst, 
Kr) = IX) — h(Xr), wobei \.. —=—f, wenn f<0; f,=0 überall sonst. 


Bilden die Ordinaten von f, in [Ax; Bi] eine (k + 1)-dimensional meßbare Menge M, 
und die Ordinaten von f, eine solche M,, so nennen wir fin [Ax; Bi] „ZLAr-integrabel“; 
wir setzen 

(98) LXrf[Ar; Bf = (IM 1 IM. 
Diese Definitioner füllt die drei in $1.an [X, gestellten Forderungen; insbesondere ist also 
LX;f auch eine additive Intervallfunktion im Sinn von I, $ 2. 

Da wir den Beweis von Satz 33 ohne Abänderung auf eine ZX;-Integralfunktion 
übertragen können, haben wir sofort 

Satz 34. Es existiere LX,f[Ar; Bil. Dann hat jede LX,-Integralfunktion 
F(X,) = LXıf[Pı; Xr) von f in [Ar; Bi] beschränkte Differenzenquotienten. 

Aus den Sätzen 32 und 30 erhalten wir hierzu das 
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Korollar zu Satz 34. Eine in [Ax; Bi) vorhandene LX,-Integralfunktion ist in 
[Ax; Br] stetig und fast überall in [Ax; Bx] total k-dimensional differenzierbar !°). 


Zum Beweis des Umkehrsatzes haben wir noch zwei Festsetzungen nötig: 

1. Ist M eine meßbare Menge und f eine in [Ax; Bi] LX,-integrable Funktion, so 
definieren wir das Integral ZX,/M[A;; Bx] über den Durchschnitt von M und [A;; Bi), 
indem wir setzen 
ı=f auf M[Arv; Bil; fi = 0 überall sonst, und ZX,./M[A:; Bi) = LX,f, Ar; Bi). 

2. Es sei F(X,) in [Ax; Bi) definiert. Dann bilden wir eine Funktion DX;F in 
[Ax; Bi], indem wir festsetzen 

DX;F = DXy;F überall, wo DX;F existiert; DX,F = 0 überall sonst. 

Nunmehr beweisen wir 

Satz 35. Die stetige Funktion F(X,) habe in [Ax; Bi) beschränkte k-dimensio- 
nale Differenzenquotienten QX;F. Dann existiert LX,(DX;F)[Ax; Bi) und ist gleich 
AıF[Ar; Bi). 

Bemerkung. Über die Differenzenquotienten OX;,F mit r <k wird nichts voraus- 


gesetzt; hieraus und aus Satz 34 ergibt sich, daß F keine ZX;-Integralfunktion zu sein 
braucht. 


Der Mittelpunkt von [A,; Bi] sei Pı. Wegen I (5) genügt es dann, den Satz für 
eines der 2* Teilintervalle [Axr, Be — Bir; Px) zu beweisen; wir wählen dazu [Ax; P;] aus. 

1. Beweis der Existenz von LX{DX;F) [Ar; P;). 

Unter Hi verstehen wir bei fester ganzer positiver Zahl « den aus den k Kon- 


a, 


stanten en — bestehenden Komplex (ls»=<k). Dann sind die Funktionen 


g,(Xr) = OXı FlX,; (X + Hy] im ganzen Intervall [A;; P;] stetig und gleichmäßig 
beschränkt. 

Die Funktion F selbst ist von beschränkter X;-Variation; sie besitzt daher nach 
Satz 23 auf einer mit [Ax; P;] maßgleichen Menge M[A;; P;] die Ableitung DX;F, und 
wir haben 


(99a) DX;,F=DXF auf M[A:; Pi: 
(99b) MA; Pr)| = | Ar yes; Pi]. 

Wegen der Stetigkeit von g,(X,) existiert LX,g A, P)], wegen (99b) also auch 
(100) LX,g,RIA,; P]J = LA, 8, As; Po 


und weil alle Funktionen g,(X,) gleichmäßig beschränkt sind, ist hiernach 
(101) lim LX, g, MIA, ; P}] = LA, (lim g,) M[A,; P,}) = LX, (DAX, F)MIA,; P,]- 


H>R n>® 
Wegen (99a) ist mit (101) die Existenz von LX,(DX;F) M[Ax; Pi] nachgewiesen, aus 
der wegen (99b) auch die Existenz von LX,(DX;F)[Ax; Px] folgt, und zwar ist 
(102) LX,(DX,F)[A,; P,) = lim LX,g, MIA, ; P,) = lim ZX, 8, [A,; PJ- 
nu>» 


H>Rn 


2. Beweis der Gleichung LX,(DX,F)[A:; Pi] = AıF[Ar; Pı). 





10) Bisher war bekannt, daß fast überall die k-dimensionale Differenzierbarkeit nach dem Komplex X, 
vorliegt. Vgl. hierzu etwa Saks, Theorie de l’integrale (Warschau 1933), S. 232. 


4* 
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Wir leiten zuerst eine Hilfsformel ab. Wegen der Stetigkeit von F existiert auch 
RX,F[Xr; (X + H)k]; aus (30) erhalten wir daher 
RXFX; (X + Hi] _ [m] HPA FIX; (X + Hy] 


103) lım = 
Anl HE ve Aal k Hank 


Um nun den angestrebten Beweis selbst zu führen, ersetzen wir in (102) das LX;- 
Integral von g, durch das RX,-Integral, was wegen der Stetigkeit von g, erlaubt ist, 





= Fi(X,). 





und erhalten 


(104) LX,(DX,F)[A,; P] = lim RX,g,[A,; P)- 
u>% 
Bei festgehaltener Zahl a ist Aryl X; (X + Hy] = Ar yılOr; Hk] eine Konstante; 
wir dürfen daher umformen zu 
RXY«AF|[X:; (+ Hy.)[A;; P.] 


105) ZXy(DX;F)[Ar; Pr) = lim — 
( >) x k )! k k) H>% AryılXr; (X + Hi] 








was nach (6) übergeht in 
(RX u \ 
(106) LX,(DX,;F)[Ar; Pr) = lım AARXuFLXı; (X + HyDLAs; P.] 
Hu>% Aryr| Xr; (X E= Hr] 
. u 
im A| u BOPRS (TH ai) [Aus Pi) 
H>R Ar yılXr; (X 2 H); 
und nach (103) endlich in ZX,(DXyF) [Ar; Pi) = ArF[Ar; Pr). 
Hieraus folgt ganz leicht 


Satz 36 (Umkehrsatz). /n [Ax; Br] sei f{X,) = DXıF vorhanden und beschränkt. 
Dann existiert das Integral LX,f[ Ar; Br) und ist gleich A,F[Ax; Br). 

Es sei |/f| <e und [U,; Ve] ein Teilintervall von [A,; Bi]. Nach I, Satz 14a 
ist dann | A, F [U%; Vr])| < ec | AryalÜr; Vr)|; die Funktion F erfüllt demnach die Vor- 
aussetzungen des Satzes 35. Damit ist aber alles bewiesen. 





’ 





$ 10. Vollständige mehrdimensionale L-Integralfunktionen. 


Bekanntlich ") folgt aus der Existenz von ZLX;f[Ar; Bi] die Existenz von 
LXyrf[Arr; Bar| X — Ar) fast überall in [Az — Ar; Br — Bir); die Gesamtheit aller 
Intervalle [Ayr; Bir| X — Ar), über die das Integral ZLX,,f existiert, bildet daher eine 
mit dem Intervall [A;; Bk] maßgleiche Menge Mur[Ax; Bil. Der Durchschnitt 
Ar; Br] der 2? —1 Mengen My,[Ax; Br] ist ebenfalls mit [A;; Bi] maßgleich; jeder 
Punkt P, von M[Ax; Bi] hat die Eigenschaft, daß für ihn alle 2*—1 Integrale 
LXyrf[ Ak; Bir| Pe — Pır) existieren. Wir können daher sagen, daß f von P; aus voll- 
ständig k-dimensional L-integrabel über |A,; B.] sei. Daraus ergibt sich 

Satz 37. Existiert LX,f| Ar; Bi), so ist f von einer mit dem Intervall [A,; Bx] maß- 
gleichen Punktmenge M[A,; Bx) aus vollständig k-dimensional L-integrabel über [Ax; Bi. 

Nun sei P; ein Punkt von M[A,; Bi], dann bilden wir die Funktion 


k 
(107) F(X,) = SLXyf[Pır; Krr| P; — Pır) 


und nennen F die von P, aus ın |[Ax; Bı) gebildete vollständige k-dimensionale L-Integral- 
funktion von f. Eine solche Funktion besitzt in [A;; B;] beschränkte Differenzen- 


11) Vgl. etwa Caratheodory, Vorl. über reelle Funktionen (Leipzig 1918), S. 632, Satz 4. 





B 
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quotienten, weil nach Satz 34 jeder ihrer 2°— 1 Summanden diese Eigenschaft hat; 
wir wollen jetzt die Umkehrung beweisen, nämlich den 
Satz 38. Besitzt F(X,) in [Ax; Bi) beschränkte Differenzenquotienten und ıst P, 





ein Punkt von [Ax; Br), so ist F(X) — F(P;ı) die von P, aus gebildete vollständige 
k-dimensionale L-Integralfunktion einer in |Ax; Bx) definierten Funktion f(Xr). 

Zum Beweise bilden wir die Funktion f(X,;), indem wir f(P;) beliebig annehmen 
und in allen anderen Punkten von [A;; B;) die für 1s£r=<s%k eindeutige Festsetzung 
treffen 


(108) (Xi, Pa — Pk) = DXHF(X%,, Pa — Pi), wenn | Ay Pk; X) | > 0. 


Damit ist f ın (Ay; Bi! Pr — Pr] eine mit DX%,F äquivalente Funktion von 2: aus 
Satz 35 erhält man daher 
(109) LXu/[ Pa; X | Pr — Pi] = AFlPa; Xu | Pı— Pi), 


woraus unter Benutzung von I (18) sich sofort 
k k 
(110) „SEAwfLPır; X | Pr — Pır] = SA,F[Pır; Xir| Pr — Pur) = F(Xı) — F(P,) 


ergibt, womit der Satz bewiesen ist. 

/nmittelbar aus diesem Satz erhalten wir das 

Korollar zu Satz 38. Eine Funktion F(X,) ist genau dann eine vollständige k-dımen- 
sionale L-Integralfunktion in |Ar; Bi], wenn sie in [A,; Br) beschränkte Differenzen- 
quotienten und wenigstens eine Nullstelle besitzt. 


$ 11. Die L-Integrabilität von sukzessiven Ableitungen und die Vertauschbarkeit der 
Differentiationsfolge. 


Der Komplex X; bestehe aus den Teilkomplexen Xyr,, Ar», Xir,« Überall 
in [Ax; Bi] sei F(X,) definiert, sowie die Ableitung DXyr, -.. DXar, DAyr, F = f vor- 
handen und beschränkt (was die Existenz der n— 1 vorhergehenden Ableitungen in 


sich schließt). Aus Satz 36 und I (16) läßt sich dann leicht folgern, daß das sukzessive 
Integral 


LXr, ... (LXor_ı (LXyr F[Asr, ; Bir, | Nr ne Apr 1) 


n- 
[A kra—ı) B: X Be Ar, mer Xrr,_ı)) ... [A kr, > Bir, ) 


existiert und gleich A, F[A;; B,] ist. Hieraus darf man bekanntlich!?) nicht ohne weiteres 
die Existenz von LX,f[Ax; Bi] folgern. Daß aber für unsere Ableitung f gerade dieses 
letztere Integral existiert, bildet den Inhalt von 





rn—1 v 


n 


Satz 39. In [A,; Bi) sei F(X,) definiert und stetig. Für eine Zerlegung = Xu, = Ar 
des Komplexes X; sei [= DXy,... DXu, DXy,, F in (As; Ba] vorhanden und be- 
schränkt. Dann existiert fast überall in [A,; B,| auch DX;F = f; außerdem ist das Integral 
LX;f[Ax; Bi) vorhanden und gleich A,F(A;; Bı). 

Zum Beweise sei [U;; V;] ein Teilintervall von [A,; B;]) und |f| <c. Analog 
I (72) erhalten wir durch n-fache Anwendung des Mittelwertsatzes I, Satz 14a 

11) |AFIUM Vi)| = |Aryılla; Ve)! | Pı)| <e | Aryrlli; Vall. 


12) 8.2.0. 11), 8.694. 
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Wir können demnach auf F die Sätze 23 und 35 anwenden. Aus ihnen ergibt sich auf 
einer mit [A;,; B;]) maßgleichen Menge M[A:;; Bi] die Existenz von DX;F, ferner die 


Existenz des Integrales LX,(DX;F) [Ar; Bi] und die Gleichung 
LX+{DX+F)[Ar; Bi) = ArF[Ar; Bil. 
Auf M[A;; By] gilt nach Folgerung 2 aus I, Satz 21 aber auch DX;F = f, so daß DX; F 
und fin [A,; B;] äquivalente Funktionen sind. Damit ist alles bewiesen. 
Aus diesem Satz und I, Satz 21 folgt nun unmittelbar 


Satz 40. In [Ax; Bi) sei F(X,) stetig. Für zwei Zerlegungen 2 Xu, —= X, und 


m 


Ks, = Ar von Xr existiere überall (X) = DXır, 0 Dur, DXr, F(X:) und 


u=1 


g(X;) = DAX, 1: :: DA, DXx, F(Xr); außerdem sei f in [Ax; Bi] beschränkt. Dann 
ist fast überall in [Ax; Bi] auch DX,, g vorhanden und gleich f. 

Wir wollen diesen Satz für den klassischen Fall von zwei Veränderlichen speziali- 
sieren: 


Satz 40a. In [A,; B,) ezxistiere F, Dx,F, Dx,F und Dx, Dx,F; außerdem sei 
F stetig und Dx,Dx,F beschränkt. Dann ıst fast überall ın [A,; B,]) auch Dx,Dx,F vor- 
handen und gleich Dx,Dx,F. 





Eingegangen 17. Oktober 1934. 


Berichtigung zu der Arbeit 
Mehrdimensionale Differentiation von Funktionen mehrerer 


Veränderlichen 
ds. Journ. Band 170, S. 197 — 217. 


Von Karl Bögel in Halberstadt. 





k k 
Auf Seite 202, Zeile 23 muß es heißen S statt S ; ebenso auf Seite 207 in 


k—1 k— 


(38) 5 statt, 


1 
% 




















Die Diskriminante einer normalen einfachen Algebra. 


Von Hans Reichardt in Frankfurt a.M. 


I.!) Es sei A eine normale einfache Algebra vom Grad N über einem algebraischen 
Zahlkörper Q endlichen Grades. s(a) bezeichne die zu einer absolut-irreduziblen Dar- 
stellung von A gehörige Spur von a. Als Diskriminante von N? beliebigen Elementen 
Aj,...,Ax: aus A bezeichne ich die N?-reihige Determinante 


Ala,,...,ar:) = |s(a,a;,)|. 
Ist dann 
N? 
a; = 2 0: a; G(=1,..,.0% au am 9), 
so wird 
Al(ai, eo. ax:) == | x |? Ala,, ... ax:). 


Dann und nur dann ist A(al,...,ay:) #0, wenn ai,..., ax: über Q linear unabhängig 
sind. Bilden nämlich aı,....., ax: eine Q-Basis von A und sind aı,.... ., ay: linear abhängig, 
so ist |xx| =0. Sind aı,...,ay: dagegen linear unabhängig, so bleiben sie es auch, 
wenn ich A als Algebra über einem Zerfällungskörper Z von A betrachte, d. h. wenn ich 
das direkte Produkt Az=Ax Zbilde. Dann hängen a1, .. ., ay: mit den üblichen Matrizen- 
einheiten e; (,k =1,..., N) von Az durch eine Substitution mit von Null verschiede- 


ner Determinante zusammen, so daß nur noch |s(e,, €) I..a:;., #0 zu zeigen ist. 
Nun ist aber 
a 1% für A=u, 
Br 0 „ A =# u, 
also 
-|. für A=u,x0=Vv, 
s (en em) = 0 sonst. 
Daher wird |s(&ı e»)| = +1. 
Es sei nun o eine Maximalordnung von A. Sind dann a,,..., ax: beliebige Zahlen 
aus 0, soist A(a,,...,ay:) eine ganze Zahl aus Q. Lasse ich nun a,,..., av: unabhängig 
voneinander alle Elemente von o durchlaufen, so werden die Ala,,...,ax) als 


größten gemeinsamen Teiler ein ganzes von Null verschiedenes Ideal aus Q haben, das 
ich als die Diskriminante d von o definiere. 
d soll nun berechnet werden. 


!) Zu Iund Il vgl. K. Shoda, Diskriminantensatz für normale einfache hyperkomplexe Systeme, Proceedings 
of the Imperial Academy 10 (1934), S. 316°—321. — Die Shodasche Diskriminante ist aber dort nicht richtig be- 
rechnet, und auch nur unter der Annahme, daß für A über Q eine Minimalbasis existiert. Bei geeigneter De- 
finition ist sie in Wirklichkeit die N?-te Potenz der hier definierten Diskriminante. 
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p sei Primideal aus Q, Q, und A, die zugehörigen p-adischen Erweiterungen ?), 
n der p-Index von Aund N=nk. A, ist dann volle k-reihige Matrixalgebra über der 
Divisionsalgebra Q,(r, ») vom Grad n über Q,. Dabei ist 7" = p Primelement zu p 
in Qy, Rplw) unverzweigter zyklischer Körper vom Grad n über Q,, und die konju- 
gierten zu »® über Q, sind o@) = rn” won’(v—=(0,...,n—1). Die aus o entstehende 
Maximalordnung o, von A, besitzt eine Minimalbasis der Form 

aderla,b=0,..,n—Ai;n,A=1,...,k; e, Matrizeneinheiten). 

Definiere ich nun die Diskriminante d, von Ay, entsprechend wie Dd, so ist d, offen- 
bar gleich dem Ideal, das aus der Diskriminante dieser Minimalbasis erzeugt wird. Da 
v in o, enthalten ist, ist d, ein Teiler von d(p), dem Beitrag von p zu d. Anderer- 
seits kann aber auch keine höhere Potenz von p als d, in d aufgehen, da sich ja die 
Minimalbasis von A, beliebig genau durch Elemente aus o approximieren läßt. Es ist 
also d(p) = d,. 

Es ist also jetzt die N*-reihige Determinante 


| s(w*n® Er ö wen“ e,.) ae u,v 


zu berechnen. Die zu w"nd eu: wnde, = wend werd es, Cm gehörige Matrix aus 
einer absolut-irreduziblen Darstellung von A, ist das Kroneckersche Produkt aus der 
zu o"n? w°n“ gehörigen Matrix einer absolut-irreduziblen Darstellung von Qy(r, w) 
mit der zu &e.w gehörigen Matrix aus einer absolut-irreduziblen Darstellung der 
k-reihigen vollen Matrixalgebra über Q,. Sind daher s, und s, die zu diesen beiden 
Darstellungen gehörigen Spuren, so wird 

s(ot nd went er Cw) = Sl" nd went) sz(err em) = u nr ee 


Daraus folgt sofort, daß die obige Determinante gleich ist 

Is (od - wend) |. 
Eine absolut irreduzible Darstellung von Q,(o, x) ist nun durch folgende Zuordnung 
gegeben: 


) 010 0 

ww’ j 

ie , > Ds 
0 0 0...1 
wir» p 0 0..:.0 
Dann ist 
w*® 
(n-b—1)a 

Ra w 

wen in ap 
ar Dan 


entsprechend für c,d. 
Daraus folgt 
s(ww) fürrbdb=ed=0, 
s(w ar went) =tpsılwt wor) für db-+d=n, 
0 sonst, 


2, Für alle nun benutzten p-adischen Dinge siehe H. Hasse, Über p-adische Schiefkörper und ihre Bedeutung 
für die Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme, Math. Ann. 104 (1931), S. 495 —534. 
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und damit 
(s (0° @*)), . Go. 0 
0 0 +... (ps (o'o")),. 


Is, (wn® - oe )| 20,4 = 








0 (ps (wo), . ... 00 
n—1 


= + ven H Is (@* wer) » c 


Da die Determinante | s, (w"o"* |, , für jedes » die gewöhnliche Körperdiskriminante von 
Hlo)/Ry, erzeugt (1, o,..., "=! bilden ja eine Minimalbasis für Q,(»)) und da Q,(w) 
unverzweigt über Q, ist, ist sie Einheit für p, und es hat sich somit ergeben: 

dy Er yin—ijal um ER , 


Für die Diskriminante d von A folgt daraus wegen d, = d(p) 
1 
Fon (n—1)kN _ er 
d—IIp Ilp 


wobei das Produkt über alle Primideale p von ® zu erstrecken ist und n der jeweilige 
p-Index von A ist. Dd ist also nicht von 0 abhängig, sie ist eine Invariante von A. 

II. In der Diskriminante steckt das ganze Zerlegungsgesetz der Primideale aus 2 
in A; denn der p-Index, der ja die Art der Zerlegung von p vollständig charakterisiert, 
läßt sich direkt aus d ablesen. Speziell sind alle und nur die Primideale aus Q in A 
verzweigt, die in der Diskriminante aufgehen. 

Der Zusammenhang von d mit der Differente D von A über Q ist höchst einfach, 
nämlich: 

=D" 
oder auch 
v=-N(D). 
Dabei ist N die Norm aus der regulären Darstellung von A über @. In der Tat: Es ist 
p = ®" die Primidealzerlegung von p in A, und es ist d = IB, also 


N? 


und weiter ist N(®) = pn — piN_ also 
RD) = IRB = Ip" =. 


Nimmt man in die Diskriminante noch die verzweigten unendlichen Primstellen 
auf (wenn überhaupt vorhanden), so läßt sich der Satz, daß eine normale einfache Algebra 
dann und nur dann zerfällt, wenn sie an jeder Stelle zerfällt, auch so aussprechen: 
Unter den normalen einfachen Algebren sind die vollen Matrixalgebren die einzigen mit 
der Diskriminante 1. 

Stellt man A als verschränktes Produkt eines galoisschen Teilkörpers Z von A 
mit seiner galoisschen Gruppe ® dar: 


A= S 2uZ, az =0%, Zu = Zw Cu» (u, v Elemente aus ©), 
u 


so bilden, wenn man das Faktorensystem c,„„ aus der Hauptordnung von Z wählt, die 
Elemente von A, bei denen die Koeffizienten der z, ganze Zahlen aus Z sind, eine 


Ordnung. Die Diskriminante A(z,x;) ist daher, wenn die a; ganze Zahlen aus Z sind, 
Journal für Mathematik. Bd. 173. Heft 1. 5 
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teilbar durch d. Eine kurze Rechnung ergibt nun 
‚N D 
Alzuxi) = +6 IH cu. ’ 


wobei ö die gewöhnliche Diskriminante der Zahlen a,,...,&x für Z/R bezeichnet. Der 
größte gemeinsame Teiler dieser ö ist nun die Diskriminante dz,o von Z über Q. Ist 
daher speziell Z ein regulärer galoisscher Teilkörper von A, d.h. sind die c,,. Einheits- 
wurzeln, so erhält man dDIdzn. 

III. Die Diskriminante dD von A war bisher als größter gemeinsamer Teiler von 
unendlich vielen Zahlen definiert. Ich will zum Schluß zeigen, wie man d auch als größten 
gemeinsamen Teiler von endlich vielen Zahlen darstellen kann. 

A sei ein Teilkörper von ®, in bezug auf den vo eine Minimalbasis a,,...,@y 
(M der Rang von A über A) besitzt. Ein solcher Körper existiert stets, z. B. der Körper 
der rationalen Zahlen. Zweckmäßigerweise wird man A möglichst groß wählen, damit 
M recht klein wird. Es ist dann d der größte gemeinsame Teiler aller \N?-reihigen Unter- 
determinanten der M-reihigen Matrix (s(a.a,)). 

Beweis: Sind b,,.. ., dx: beliebige Elemente aus o, so ist 


M 
b; u. Xik Ak (I = 1,..9 N "). 


und es wird 
M 


B0.,...,0e) = Su s(a.a,) 


ze u, 
Daraus folgt ?), daß A(b,,...,dx:) sich linear und ganzzahlig aus den \?-reihigen Unter- 
determinanten von (s(a.a,)) zusammensetzen läßt, weil die x;. ja ganz sind. Ist also 
d’ der größte gemeinsame Teiler dieser Unterdeterminanten, so ist d’|d. Es ıst also 
noch d|d’ zu zeigen. Dazu gehe ich wieder zu A, (p Primideal aus 2) über. In A, 
existiert eine Minimalbasis c,,...,cx: von o, über Q,. Ist dann 


N: 
= Pir ck Gm1..:..,) 
mit ganzen ß; aus Q,, so ist eine N?-reihige Determinante 
N? 
ws a . 2 . FE: A72 
s(a,,44,)|,,; = Poren Ss (Cu C,) Paz (niet... 


#2 
2 | Boy Inu I8 (Cu 6,) Eu Pay Bi 
also ist d, ein Teiler aller dieser Determinanten, also d,!d’, und daraus folgt d|Dd 
wegen d, = d(p), womit nunmehr die Richtigkeit der neuen Charakterisierung von D 
nachgewiesen ist. 
Es sei noch erwähnt, daß diese ‚reduzierte‘ Diskriminante sich von der mit 
der Spur aus der regulären Darstellung definierten um den Faktor N“ unterscheidet. 


>) Vgl. dazu etwa H. Hasse, Aufgabensammlung zur höheren Algebra 1 (1934), IV, $ 19, Aufgabe 9. 





Eingegangen 18. Oktober 1934. 








Uber harmonikale Abbildungen. 


Von Hermann Wolf in Berlin. 


Legt man durch die Ecken eines Dreiecks Geraden dureh einen Punkt (karmo- 
nischen Pol) P, so schneiden die durch jede Ecke gelegten vierten harmonischen Strahlen 
die Gegenseiten in den Punkten einer Geraden //p, der Harmonikalen von P. So ist 
z. B. die uneigentliche Gerade Harmonikale des Schwerpunktes und der Schnittpunkt 
der Winkelhalbierenden harmonischer Pol zu der Geraden, auf der die Außenwinkel- 
halbierenden die Gegenseiten schneiden. — Das Grunddreieek wird gelegentlich aueh 
als Grunddreiseit aufgefaßt werden. 

Die Zuordnung zwischen Pol P und Harmonikale //, ist keine Korrelation (ge- 
schweige denn eine involutorische wie die Polarität bei Kegelschnitten) und deshalb 
so daß wir gelegentlich statt P auch 


von einem gewissen Interesse, Sie ist eineindeutig, 


P» schreiben, jedoch mit folgenden Ausnahmen: 

Jede Gerade durch eine Ecke des Grund- Jeder Punkt auf einer Seite des Grund- 
dreiecks hat diese zum harmonischen Pol, dreiecks hat diese zur Harmonikalen, so daß 
so daß diese Ecke jede hindurchgehende diese Seite jeden ihrer Punkte zum har- 
(Gerade zur Harmonıkalen hat. monischen Pol hat. 


Diesen Ausnahmen Rechnung tragend legen wir unseren Betrachtungen ein Drei- 
eck und einen nicht auf seinem Rande liegenden Punkt P zugrunde. Sind p,: Pa: Ps 
seine Koordinaten in bezug auf das Dreieck als Grunddreieck, so ist also 


PıPaPs #0, 
und zugleich ıst dann für die Linienkoordinaten A,: h,: h, seiner Harmonikalen Hp 
hhh,h, #0. 


Diese Figur bestimmt weiterhin zwei Kegelschnitte, deren Zusammenhang mit den 
Harmonikalen z. T. von Moser!) dargestellt wurde. Seine Resultate, die als solche 
durch Fußnoten gekennzeichnet sind, sollen hier etwas einfacher entwickelt und ergänzt 
werden. Neu hinzu treten zwei von dieser Figur gleichfalls abhängige Kurven vierter 
Ordnung bzw. vierter Klasse. 

Nach den für ausgeartete Fälle spezialisierten Sätzen von Pascal und Brianchon 
gilt nämlich: 

Durch die Ecken des Grunddreiecks Den Seiten des Grunddreiseuts als Tan- 
läßt sich ein Umkegelschnitt Un legen, der  genten läßt sich ein Inkegelschnitt Ip ein- 
in ihnen die eingangs genannten vierten oder anbeschreiben, dessen Berührungs- 
harmonischen Strahlen berührt ?). punkte die Fußpunkte der Ecktransversalen 

durch P sind ?). 

1) ]. Moser, Zur Lehre von den Harmonicalen, Unterrichtsbl. für Math. u. Naturwissensch. 20 (1914), S. 135ff., 


sowie ebenda 26 (1920), S. 31ff. Die Arbeiten waren mir bei Abfassung der meinigen unbekannt. 
?) H heiße auch die Pascalsche Gerade von U’. P der Brianchonsche Punkt von /7. 
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Die vier Gebilde P, Hp, Up, Ip hängen also in der Weise zusammen, daß jedes von 
ihnen die drei anderen eindeutig bestimmt. Sie können daher gelegentlich auch z.B. als 
Pv, Hv, U, Iv bezeichnet werden. 

Die Ecktransversalen durch P bzw. die zugehörigen vierten harmonischen Strahlen 
sind 


An 46 ve Zr ihstdiek 
P; P: P; P; 
die Harmonikale wird daher 
Aı%®,%_0, dh 
Pı Pa Ps 
Die Gleichungen 
x %.% u u u 
| WE d 1 2 . 
u Pı mr . 0; E* h, hz Br 
ın Punktkoordinaten in Linienkoordinaten 


stellen Harmonikale und harmonischen Pol dar, wenn 


(2) ih, = a a a 
Pı P2 Ps 
ist. Die Gleichung von Up sei AxgXz + uXz3X, + YX1%, = 0; die Tangente im Punkte 
2, —=0,2,—=0 also Ar, + ux, =0. Ihre Identität mit = + z =) erfordert A: u = p}:Ps», 
1 2 
und weiter gilt #: u: v = Pı! Pa: Pa- 
Ebenso sei Ouzuz + ougu, + tuju,;, = 0 die Gleichung von /r; der Berührungs- 
punkt auf der Geraden u, =(0,u, =(0 also ou, + ou, =0. Da durch ihn auch die 


Ecktransversale mit den Koordinaten „:— r 0=h,:—h,:0 geht, so folgt 
1 
oro:t=h,:h,:hz. Also lautet die Gleichung 
des Umkegelschnittes Up des Inkegelschnitts /r 
Pı ‚Pa Ps h Ma, Rs _ 
x 2%" Fa | u ee 


Wir fragen nun nach allen Punkt-Geradenpaaren Q, G, die gleichzeitig für beide 
Kegelschnitte Up, Ip Pol und Polare (im Sinne der Kegelschnittlehre) sind. Allgemein 
gilt für einen Punkt Q mit g,:g,:9g, und eine Gerade G mit g,: 85: g3 diese Beziehung 
in bezug auf einen BEN 

‚2 gesı a“=0, M=ai, 
dann und nur dann, wenn 


51° 82° 83 — - Fa, iT:° La, RU FR 20,0, 


für unsern Kegelschnitt Ur also, wenn 


(N) 81:82:83 = (PaQ3 + QaP3) : (P3Qı + Q3Pı) : (PıQ2 + QıP2)- 
Ebenso ist für die Polarität von G und Q bezüglich /r notwendig und hinreichend, daß 


(II) 91:92:93 = (ha83 + gahs) : (hagı + gshr): (hıga + Sr). 
Beide Bedingungen zusammengenommen führen, wenn man (2) berücksichtigt und vor- 


I2 __ 03 _ 


übergehend dı _ x, Y, — =2 setzt, auf 


Pı Pa P3 


(+ y+2)y—2)=0 
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Hiernach kann sein: 


a)2-+y+2=0,d.h.Qliegt auf Hr; aus Dualitätsgründen geht dann G@ durch Pı. 
b) y—z=0, was entweder auf 2 =—2z=— y—z, also wieder auf Fall a) 


führt, oder aber au zx=y=z, d.h. P ist ein solcher Pol und aus Dualitätsgründen 
dann Hp seine Polare. 
Jede der Bedingungen ist aber auch hinreichend. Denn umgekehrt werden unter 
der Bedingung (2) die Gleichungen (I) und (II) erfüllt, wenn man in ihnen q, = p,, 
gg; =h,iı=1,2,3 setz. P und Hp sind also wirklich Pol und Polare in bezug auf U, 
und Ip. Auch findet man für die Polare g,:g,:g, eines auf 7, liegenden Punktes 9,: 92: 93 
in bezug auf U» nach (I) und in bezug auf /» nach (II) dieselben Koordinaten, nämlich 
ie ee 7 re 1.492. 0a 
81:82:85 = higı: höga: higs = 15: 05° 0 
Pı P2 P3 
womit die Identität solcher Polaren in bezug auf beide Kegelschnitte bewiesen ist. Nach 
der Polarentheorie gehen sie durch P. Also: 
Die Kegelschnitte Up, Ip haben nur folgende gemeinsamen Pol- Polarsysteme: 
o ’ Do o Y 


a) Die Punkte von II, haben in bezug auf U, und H, gemeinsame Polaren durch P. 

b) P selbst hat (infolgedessen) in bezug auf Up und Ip die Gerade H, zur gemein- 
samen Polaren. 

Nur das letztere System ist (im reellen Gebiet) zugleich ein solches von harmonischem 
Pol und zugehöriger Harmonikalen. Käme nämlich auch unter a) ein soleher Fall vor, 
d.h. schickte ein auf Hp liegender Punkt 9,:9s:9; seine Harmonikale durch P, so 


‚ müßten + I + 73 ung Pı +f2 Es (PıPaP3 #0, 919293 #0) gleichzeitig verschwin- 
Pı Pa Ps d(ı 9 43 
den, und das ist bei ausschließlich reellen p;, g; jedenfalls nicht möglich. 

Aus den Gleichungen (3) für U, und /> folgt durch Vergleich mit den Gleichungen 
(1) für Hp und P: 

Durchläuft ein Punkt Q eine Gerade Hp, so  Dreht sich eine Gerade G um einen Punkt Pn, 
beschreibt seine Harmonikale H, als Tan- so durchläuft ihr harmonischer Pol P, den 
sente den Inkegelschnit Iy = Ip?). Umkegelschnitt Up = Uyp?°). 

Denn — um etwa den links stehenden Satz zu erledigen — nach (2) sind die Linien- 
koordinaten von Hp den Punktkoordinaten von P umgekehrt proportional und ebenso 
die Punktkoordinaten von Q den Linienkoordinaten von Fg. — Allgemein: die Har- 
monikalen einer Kurve /(z,, 23, 23) =0 (in Punktkoordinaten) umhüllen die Kurve 
e 2 3 —=( (in Linienkoordinaten). Sie heiße die harmonikale Kurve zu 

U, U, Us 
f(x, &, *%) =0. Ebenso ist zu den Tangenten einer Kurve g(u,U,u;) =0 (in 
Linienkoordinaten) die Kurve sl; 4 .) =( der Ort ihrer harmonischen Pole; sıe 
heiße die harmonikaloide Kurve der ersten Kurve. Die Sätze heißen dann: 
Die harmonikale Kurve einer Geraden H Die harmonikaloide Kurve eines Punktes P 
ist ihr Inkegelschnitt In. ist sein Umkegelschnitt Up. 

Es entspricht den eingangs bemerkten, nicht eindeutigen Fällen harmonikaler Ab- 
bildung, daß der Kurve /z die Seiten des Grunddreiecks als Tangenten, und der Kurve 
Up von P seine Ecken als Punkte angehören. 

Nun einige Sätze über Scharen von Um- und Inkegelschnitten. 


”) Moser, 1. c. 
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Li 


Die Umkegelschnitte U, aller auf Hp ge- Die Inkegelschnitte Ig aller Pa passierenden 
legenen Punkte Q gehen außer durch die Geraden G berühren außer den drei Grund- 
drei Grundecken auch durch Py, bilden | seiten die Gerade Hp, bilden also ein Büschel 
also ein Büschel von Kurven zweiter Ord- von Kurven zweiter Klasse. 
nung ®). 
ni 91 de , Is _ . :ohl aus. daß O auf der Gerad 
Denn die Gleichung = + "+ =0 sagt sowohl aus, daß Q auf der Geraden 
Pı Pa Ps 
u, u,;,& . . sm. u, % R 
"++ —=( liegt, wie daß P dem Kegelschnitt Jı | Ta +30 angehört, usw. 
Pı: Pa Ps 44 I I 
Die Inkegelschnitte /g der auf Hp gelegenen Punkte Q bilden kein Büschel, be- 
sitzen aber eine Umhüllende, die nun gefunden werden soll. Die /g haben die Gleichung 





1 . 1 1 1 
1 + — = oder _— + +— =, 
4, Kl ui Au) Ju, U, 
. 1: hy, + Ah 
wenn 137, 2 u gesetzt wird. Liegt Q auf Hr, so wird u = — —--— —, und 
g ) q oO 9’ h ) 
3 3 2 


Einsetzen in die Gleichung für /g ergibt die einparametrige Kurvenschar 
| y' y ] 28 
til Ah, Al täh,_ og 


u, Us Us 
Nach bekannter Methode finden wir daraus ihre Umhüllende und so den linksstehenden 
Satz, der mit seinem dualistischen Analogon lautet: 
Die Inkegelschnitte Ig aller auf Hp gelegenen Die Umkegelschnite U, aller durch Py 
Punkte Q werden umhüllt von der Kurve | laufenden Geraden G werden umhüllt von 


vierter Klasse K;: ' der Kurve vierter Ordnung O;: 
2 2 2 2 2 
(4) hi E h; I h; Pi I Pz , P3 
u u u un 8 
u „(" h; + h;h, r3 h, | \ BR 2(PaPa ı PsPı ı Ada) N 
\ Fer ® os I ö | 5 P u 


Im Satze links ist die Umhüllende aufgefaßt als Ort der gemeinsamen Tangenten, 
ım Falle rechts als Ort der gemeinsamen Punkte konsekutiver Kurven der Schar. 


Eine andere Bedeutung der Kurven K,,0O, tritt zutage, wenn wir jetzt entgegen 
Früherem /p als Ordnungskurve und Up als Klassenkurve schreiben. Ein Klassen- 


kegelschnitt 


« 
3 


, bi.u;u; = 0, ba = byi, 
i,k=1 


hat ın Punktkoordinaten die Gleichung 


3 
Ss [bi — barbu) af + bad — birbu) ar) = 0, te. 


le 
Daraus ergibt sich für 
Ip Up 
” o > » „ + 
22 a. m u u. u 
1 2 3 1 2 3 
2 7 +5 m tie h2 
Pı P:2 P3 1 15 13 
KoX Lei u Ka uU,u Und u,u 
r > ala , Tatı , Fı 2) Bu Eu er ++ en) ey 
PeaP3s PsPı PıPa PUR: 3, ı !ta 


ä i 1 
Ersetzt man links die x; durch er rechts die u; durch — und benutzt (3), so ent- 


q 


#) Moser, l.c. 
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stehen gerade die Gleichungen (4), d.h. die Kurve (4) links ist zugleich die harmoni- 
kale Kurve von /p, und die Kurve (4) rechts die harmonikaloide von U?: 

Die Umhüllende K, aller Kurven I1,, Die Umhüllende O, allee Kurven Us, 
deren harmonische Pole Q die Gerade Hp deren Harmonikalen G durch den Punkt Py 
durchlaufen, ist zugleich die harmonikale gehen, ist zugleich die harmonıkaloıde Kurve 
Kurve von Ip. von Up. 

Was wird aus den Kurven K,,O, wenn das Grunddreieck gleichseitig ıst und P in 
sein Zentrum O, also Hr in die uneigentliche Gerade fällt ? 

Um dies für X, zu beantworten, bestimmen wir die Gleichung von A, in Punkt- 
koordinaten. Seien jetzt X), %, 23 die wahren?) Abstände eines Punktes von den 


Grundseiten, so daß 


-- 


(5) Se 4 . Ta me: Tg — h — 30 2 5) r 


ist, wenn wir für einen Punkt im Innern des gleichseitigen Dreiecks seine Koordinaten 
negativ rechnen und unter h, o,r seine Höhe, bzw. Inkreisradius, bzw. Umkreisradius 


« . u . U. <i ° & m . a 
verstehen. Setzen wir — = 47, —” = u, so läßt sich die Gleichung (4) von A, um- 
Ug Us 
formen in: 
(a) (Ai + u +2 — Zu —Ali+ur+1)=0. 
Dies ist also die Bedingung dafür, daß 
(b) 7, 7 HXg —- Jg _— () 


Tangente an A, sei. Elimination von u aus (a), (b) ergibt 
32 — A), + (2 + 2)2:, + (2 — 1)a3] + 4, — (A +1) + 22] = 0. 

Da dieser Gleichung wieder die Punkte der Tangente (b) genügen, so muß ıhre linke 
Seite in zwei Linearfaktoren zerfallen. Ein solcher Faktor ıst 

F=(41—1) Ar, + (VA +1), + (A — 1)?85; 
der andere entsteht daraus durch Vorzeichenänderung von /7. Beide Faktoren ergeben 
also dieselbe Geradenschar. Setzen wir /A = x und berücksichtigen (5), so geht F = 0 
über in: 


- 2°), + (2x + 1)&, — 30a? =V. 


(at: 


Y 


. a 7° . . Y 0 e - n 
Jetzt liefert Elimination von x aus F—=0 und — U) nach einiger Rechnung 
0x 


(B) 200, He =) 
als Gleichung der speziellen A,. Um sie zu identifizieren, transformieren wir sie auf 
kartesische Koordinaten x, y. Das Achsenkreuz legen wir so: 
Ay 





x,0 ——- - - 
” vn &L 





ng Fig. 1. 


5) Bei den bisher wesentlich projektiven Betrachtungen war diese engere Definition nicht nötig. 
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Die Substitutionen werden dann: 
() a = > (© + yY3— 20), %, = - (.— W320), 2; = z (—22 — 2g), 


und (6) geht über in (siehe (5)) 

h(a* + y*) — {a — 3y?) = 0 
oder bei Einführung von Polarkoordinaten P, », wenn die x-Achse als Polarachse ge- 
nommen wird, 


P h 
008 30" 
Dies ist eine Trisektrix von Longcehamps ®) — siehe Fig. 2 unten —, deren drei 


Scheitelpunkte einen Kreis vom Radius A äußerlich berühren in Punkten, die mit je 
einer Ecke des Grunddreiecks auf einem Radius liegen. Die Kurve /o ist der Inkreis 


h h u 
des Dreiecks vom Radius o =. Durch seine harmonikale Abbildung auf die Trisektrix 
Ö 


wird auch eine Zuordnung von Punkten hergestellt, nämlich der Punkte von /o (Am- 


plitude @) zu den Berührungspunkten ihrer Harmonikalen auf der Trisektrix (Ampli- 
tude &). Man findet 


In der Figur ist diese Zuordnung für einige ausgezeichnete Punkte durch entsprechende 
Bezifferung angedeutet. 
Die Kurve O, liegt bereits in Punktkoordinaten vor (Gleichung (A) rechts). Sie 
wird im speziellen Falle unter Berücksichtigung von (5): 
(29% + %3%ı + Fe)? + 6721890, = 0. 
Transformiert man sie durch (7), so entsteht 


(2? + y?)? + s rx (3y? — x?) + 2r? (2° + y?) _ r=0, 
09] 


d.i. die Gleichung einer dreispitzigen Hypozykloide”?) (Steinersche Kurve) — siehe Fig. 3 
unten —, deren Spitzen in die Ecken des gleichseitigen Grunddreiecks vom Umkreis- 


en " A a _ #2 

radıus r fallen. Sie entsteht durch Rollen eines Kreises vom Radius 7 in diesem Um- 
kreise. Auch hier fragen wir nach der durch die Harmonikale vermittelten Abbildung 
ihrer Berührungspunkte mit dem Umkreise Uo auf die harmonischen Pole auf der 
Hypozykloide. 

Zur Beantwortung brauchen wir die Beziehung zwischen der Harmonikalen 
£):83:g3 und ihrem harmonischen Pol g,:93:93 in kartesischen bzw. Polarkoordinaten. 
Durch (7) geht die Gleichung der Geraden 

81% I Balg 4 830, = 0 


über in 


(gı +8 —- 28) + v3 (18) y—r(g +82. +8) 0. 
Berührt sie den Umkreis (r) und ist x die Amplitude ihres Berührungsradius, so folgt 





9, + 82 — 28; . v3 (8gı — 8,) 
x =c0so = 8. nn u z=sıno = aan Pr 
8ı +82 + 83 p ü 81 +82 + 83 


e) Loria, Spezielle algebraische und transzendente Kurven I, 2. Auflage, S. 9. 
°) Loria, l. e. 8. 160, 








Im 
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ut E43 
Die Auflösung beider Gleichungen nach 9,, 92, 93 ergibt, wegen 9,:93:93 = 5 r 7 
ı 82 53 


gi = k(4— 2% — 2a? —2BV3 + 2oPß Y3), 
9, = k(A— 2% — 202 +28 Y3 — 2aPß VB), 
( = k(a +4x +02 —3P?). 


nz » 
. . r «ı) 7 D 
k bestimmt sich au, +%p +9 = — zZ rzuk-— 6 Jetzt wird nach (7) 


t=,+9a+tr>= ni (2% +2 —1) = . (2c0s g +2cos®o—1) 
19) «) 
‘ 
1 Fi Er; 
— _— = = u IL li 3 Z— S 0S 
yo (14) =5 (aP—Aap) =, sin p (1 cos p) 





der harmonische Pol zur Geraden r, . 
Das ist gerade die Parameterdarstellung der Hypozykloide mit Hilfe des Wälzungs- 


winkels 9. Während der Berührungspunkt des rollenden Kreises (2) sich durch den 


Bogen @ bewegt hat, hat er sich gleichzeitig um 39 gedreht; d.h., wenn wir auf die 
ursprüngliche Bedeutung von g zurückgreifen: 


Während der Bewegung des rollenden Kreises bleibt der erzeugende Punkt harmonischer 


Pol der gemeinsamen Tangente von rollendem und festem Kreis. 


Eine Kollineation zweier Ebenen ist dadurch festgelegt, daß man vier ein Viereck 
bildenden Punkten der einen Ebene vier ein Viereck bildende Punkte der andern Ebene 
zuordnet. Ordnen wir also den Ecken eines beliebigen Grunddreiecks und einem Punkte P 
allgemeiner Lage die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bzw. sein Zentrum O zu, so 
erhalten wir wegen der Invarianz harmonischer Beziehungen: 


kY 














Fig. 2. Fig. 3. 


Gewöhnliche Strichart: Asymptoten der Trisektrix, zu- Gewöhnliche Strichart: Grunddreieck. Stärker aus- 


Sy 


gleich Grunddreieck. Stärker ausgezogene Strichart:: gezogene Strichart: Umkreis und seine Harmonikaloide, 


Inkreis und seine harmonikale Kurve, die Trisektrix. die Hypozykloide. 
Unterbrochene Strichart: Scheitelkreis. 
Journal für Matbematik. Bd. 173. Heft 1. 6 
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Bei beliebig vorgegebenem Grunddreiseit, 
das mit einer Geraden G ein wirkliches Vier- 
seit bildet, ist die Kurve K, kollinear ver- 
wandt einer Trisektrix von Longchamps. 
Sie umhüllt alle die Seiten des Dreiseits 
berührenden Kegelschnitte, deren Brianchon- 
sche Punkte die Gerade G durchlaufen. 


Wolff, Über harmonikale Abbildungen. 


Bei beliebig vorgegebenem Grunddreieck, 
das mit einem Punkte P ein wirkliches Vier- 
eck bildet, ist die Kurve O, kollinear ver- 
wandt einer Steinerschen Hypozykloide. Sie 
umhüllt alle durch die Ecken des Grund- 
dreiecks gehenden Kegelschnitte, deren Pascal- 
sche Geraden durch den Punkt P gehen. 


Die hier zutage tretende duale Verwandtschaft von Trisektrix und Hypozykloide 


scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein. 


-_—. - - - . 


Eingegangen 7. November 1934. 





Der Existenzsatz für abelsche Funktionenkörper. 


Von Ernst Witt in Göttingen. 


Die Theorie der algebraischen Zahlkörper läßt sich, wie man weiß, in ganz ent- 
sprechender Weise auch für Funktionenkörper mit endlich vielen Konstanten entwickeln. 
Die Übertragung ist jedoch bis heute noch in zwei wesentlichen Punkten unvollständig, 
es fehlen nämlich Beweise 

1. für die Existenz abelscher Körper zu vorgelegter Divisorengruppe, 

2. für die Funktionalgleichung der Z-Reihen. 

Die erste der beiden Lücken soll in dieser Arbeit ausgefüllt werden. Da die Körper- 
charakteristik p nicht Null ist, haben wir zwei wesentlich verschiedene Fälle zu unter- 
scheiden. 

Geht p nicht im Index der Divisorengruppe auf, so können wir den Beweis von 
Herbrand übertragen !). Zur Körperkonstruktion verwenden wir Gleichungen von der 
Form a" = a. 

Bei dieser Gelegenheit werden wir die algebraische Theorie der Kummerschen 
Körper in einfacher Weise neu begründen. 

Ist dagegen der Index eine Potenz von p, so bedienen wir uns der Artin-Schreier- 
schen Normalform @«?— x =a. Ein Analogon der Theorie Kummerscher Körper er- 
halten wir hier, indem wir einfach alle Produkte additiv schreiben. Es ist bemerkens- 
wert, daß der Existenzbeweis im vorliegenden Falle viel einfacher geführt werden kann. 
Durch direktes Schließen mit Hilfe des Riemann-Rochschen Satzes werden lange Index- 
rechnungen vermieden. 

Zu Beginn seien einige Bemerkungen über den allgemeinen Aufbau der Theorie 
der abelschen Körper gestattet. 

Die Arbeiten von Hasse ?) haben gezeigt, daß sich das Artinsche Reziprozitäts- 
gesetz für abelsche Körper in einfacher Weise aus dem analytischen Verhalten der 
L-Reihen und der hyperkomplexen Theorie der Schiefkörper ergibt. Es soll noch er- 
wähnt werden, daß sich an dieser Stelle auch gleich der Führer- Verzweigungssatz 
gewinnen läßt. 


1) F,K. Schmidt hat die Möglichkeit einer Übertragung schon erörtert in seiner Arbeit: Die Theorie der 
Klassenkörper über einem Körper algebraischer Funktionen in einer Unbestimmten und mit endlichem Koeffizienten- 
bereich, Sitzungsber. Erlangen 62 (1930), S. 267—284. 

) H. Hasse, a) Die Struktur der R. Brauerschen Algebrenklassengruppe über einem algebraischen Zahlkörper, 
Math. Ann. 107 (1933), S. 731— 760. 

b) Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkörper, insbesondere bei endlichem Konstanten- 
körper, Crelles Journal 172 (1934), S. 37—54. 

c) Existenz separabler zyklischer unverzweigter Erweiterungskörper vom Primzahlgrade p über elliptischen 
Funktionenkörpern der Charakteristik p, Crelles Journal 172 (1934), S. 77—85. 

b* 
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Der bei Hasse ?) angegebene Nachweis für den lokalen Führer Ip versagt im allgemeinen bei Funktionenkörpern 
mit Primzahlcharakteristik p, denn die Funktionen e” und log x lassen sich nicht einführen, die Binomialreihe auch 
nur dann, wenn p nicht im Nenner des Exponenten aufgeht. Wir geben daher eine Schlußweise an, die stets an- 
wendbar ist. 

k sei ein perfekter Körper, K eine separable Erweiterung. Da die nach Dedekind aus lauter Spuren bestehende 
Diskriminante nicht verschwindet, gibt es sicher ein A mit SpA #0. Durch1-+ y= N(1+ »4)=1+ z5p4-+ --- 
wird also eine Potenzreihe (x) definiert, die sich umkehren läßt. Da die Reihe x(y) für alle hinreichend kleinen 
Werte von y konvergiert, sehen wir, daß alle hinreichend nahe bei 1 gelegenen Zahlen 1-+ y Normen von Zahlen 
aus K sind. Nun kann wie bei Hasse weitergeschlossen werden. 

Die Voranstellung des Artinschen Reziprozitätsgesetzes hat eine große Wandlung 
mit sich gebracht. Die frühere Klassenkörpertheorie ist heute einer Theorie der 
abelschen Körper gewichen. Die früher an die Spitze gestellte Takagısche Definition 
des Klassenkörpers hat heute eine andere Bedeutung. Sie dient nur noch zur Gewin- 
nung eines handlichen Kriteriums für abelsche Körper. Ein solches Kriterium wird 
nämlich für den vollständigen Beweis des Existenzsatzes benötigt. 

Nach dem bisherigen Aufbau ist klar, daß ein abelscher Körper die Klassenkörpereigenschait besitzt. Daß 
umgekehrt diese Eigenschaft nur den abelschen Körpern zukommt, wird folgendermaßen gezeigt. Die Sätze über 
Kompositum, Anordnung, Eindeutigkeit, Verschiebung und über Unterkörper von Klassenkörpern liefern in be- 
kannter Weise die Tatsache, daß jeder Klassenkörper K/l: galoissch ist, und daß die galoissche Gruppe eine Hamilton- 
sche Gruppe ist *?). Nach einer Idee von Iyanaga kann nun leicht geschlossen werden, daß die Gruppe abelsch ist. 
Bezeichnet W/k die konstante Erweiterung achten Grades, so ist auch KW/k ein Klassenkörper, und seine galoissche 
Gruppe enthält ein Element der Ordnung 8. Nach Dedekind 5) ist aber eine solche Hamiltonsche Gruppe sogar abelsch. 
Also ist KW/k und erst recht der Klassenkörper K/k ein abelscher Körper. 

Bei den algebraischen Zahlkörpern läßt sich der Satz von Dedekind vermeiden, wenn wir die Überkreuzungs- 
methode anwenden. o, r seien Automorphismen von K/k, der Grad sein. Wir wählen eine Primzahl p = 1 (mod n) 


so, daß der Körper W der p-ten Einheitswurzeln fremd ist zu K. w erzeuge die Gruppe von W/k. Da die Gruppe von 
KW/k Hamiltonsch ist, gilt a(wr) oo! = (wr)” oder w-oro”! = w*r”. Es folgt w” = w oder = 1(modp— 1), 


daher auch = 1 (modn) oder 7? = r, also oro—!=r. Der Klassenkörper K/k ist somit ein abelscher Körper. 


I. Faktoren- und Summandensysteme in galoisschen Körpern. 


Mit o, r,... seien die Automorphismen des galoisschen Körpers K/k bezeichnet. 
Dabei sei k ein beliebiger Körper und natürlich K/k separabel. Jedem o sei eine Zahl 
A, aus K zugeordnet. Aus der Theorie der verschränkten Produkte ist folgender Satz 
bekannt: 


(1) Bestehen die Relationen A,AT = Agr, so gibt es eine solche Zahl B, daß A, = ie 
gilt. 
B läßt sich auch explizit darstellen durch 2 A:C”, man hat nur durch passende 


Wahl von C dafür zu sorgen, daß dieser Ausdruck nicht verschwindet. 

Der Satz bleibt richtig, wenn er additiv gewendet wird: 

(2) Bestehen die Relationen A, + 0A, = Ag, so gibt es eine solche Zahl B, daß 
As = (1 — o)B gilt. 

Zum Beweis sei C eine Hilfszahl, deren Spur nicht verschwindet. Wie man leicht 
nachrechnet, kann B =. - 

Sp 

Es soll noch ein Satz über ein Summandensystem A,,, vermerkt werden, obwohl 

er in dieser Arbeit nicht weiter gebraucht wird. Die im Satz auftretenden Rela- 


6 & A,rC gewählt werden. 


>») A.a.0. ?) a), $. 746. 
*) Vgl. E. Artin, Vorträge über Klassenkörpertheorie, Göttingen 1932, und H. Hasse, Klassenkörpertheorie, 
Vorlesungsausarbeitung, Marburg 1933. 
ö) R. Dedekind, Über Gruppen, deren sämtliche Teiler Normalteiler sind, Math. Ann. 48 (1897), 
Ss. 548—562 = Ges. Werke II, S. 87—101. 
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tionen sind dem Assoziativgesetz bei Faktorensystemen nachgebildet. Behauptet wird, 
daß jedes Summandensystem zerfällt: 

(3) Bestehen die Relationen oA, -+ Asın = Asır + Asrn, so gibt es solche Größen 
B., daß As = Bo + oB. — B., gilt. 

Re I x 
Man braucht nämlich nur B, = „—;, > A,.srtC zu setzen. 
spe 
T 
Nun denken wir uns K/k als zyklischen Körper vom Grade n mit dem erzeugenden Automorphismus o. Ist 


1 . 


0} E72 4 = . 0 . . 
dann A eine Zahl mit NA = 1 bzw. Sp A = 0, so können wir dor = Al-o bzw. dor =, , 4 setzen. Die beiden 
u‘, 
Sätze erscheinen dadurch in neuer Form: 


(1’) Ist NA=1, so hat A die Gestalt BY (Satz von Hilbert). 

(2) Ist SpA = 0, so hat A die Gestalt (L— o) B. 

Entsprechend einer Begründung von (1) durch verschränkte Produkte, gibt es für (2°) auch einen direkten 
gruppentheoretischen Beweis: 

Mit A,_, bzw. Asp bezeichnen wir den k-Modul derjenigen Zahlen aus A, die bei Multiplikation mit 1— o 
bzw. bei Spurbildung Null werden. Es ist A,_,= SpA = k, diese Moduln haben also den Rang 1; daher haben 
die komplementären Moduln (1 —o) A und A,,, beide den Rang n — 1 über 7. Da außerdem (L— eo) A = 4,,, gilt, 
müssen beide Moduln übereinstimmen. 


II. Theorie der Kummersehen Körper, 

Der beliebige Grundkörper k möge die n-ten Einheitswurzeln (n 40 (mod p)) 
enthalten. 

Erstens sei eine Zahlgruppe »® Z a” so vorgelegt, daß o/a” endlich ıst. 

Wir betrachten die sämtlichen Wurzeln © aller Gleichungen © = o». Die x bilden 
eine Untergruppe der ©, durch Potenzieren mit n erhalten wir 

Ola = wla”. 

Der Körper k(©)/k ist endlich, da er schon durch Repräsentanten der endliehen 
Faktorgruppe ©/a erzeugt wird. Er ist ferner galoissch, denn mit jedem erzeugenden © 
liegen auch alle konjugierten Zahlen in k(©). o,Tr,... seien die Automorphismen des 
Körpers. ©'”” ist stets eine n-te Einheitswurzel, liegt also im Grundkörper. Es gelten 
die Regeln 

a) 01H" = (OH), A =1. 

b) 9, 9° 2 9'177(9'7"y? Sun o'° or" Zu er 

a) bedeutet: Bei festem o ist ©'”” ein Charakter y, der Gruppe ©/a. Durch b) 
wird die Gruppe o auf die Gruppe y, abgebildet. Die © sollten den Körper erzeugen, 
daher ist y, nur Hauptcharakter für ao =1, es besteht also die Isomorphie o = y,. 
Damit ist zunächst gezeigt, daß die Gruppe o von k(©)/k abelsch vom Exponenten 
ist. Nach dem Satz über die Anzahl der Charaktere einer abelschen Gruppe folgt ferner 
Ord o < Ord O/a. 

b) bedeutet: Bei festem © ist ©'”" ein Charakter 7, der Gruppe o. Durch a) wird 
die Gruppe © auf die Gruppe %, abgebildet. 7, ist nur Hauptcharakter für © =a, 
daher gilt 

O/a =HJYe» 
Und ähnlich wie vorhin folgt hier Ord 8/x = Ord o. 

Beide Ungleichungen ergeben zusammen Ord 8/a =Ord o; danach durchläuft 7, 

alle Charaktere der Gruppe o. Nach dem Satz über die Isomorphie einer abelschen 














46 Witt, Der Existenzsatz für abelsche Funktionenkörper. 


Gruppe mit der zugehörigen Gharakterengruppe gilt daher 
Xo == 0. 
Wir fassen unsere Ergebnisse in folgendem Satz zusammen: 


Die galoissche Gruppe von yo) ist zur Gruppe w/x” ıisomorph. 

Zweitens sei ein abelscher Körper K/k vom Exponenten n vorgelegt. o,r,.. 
seien seine Automorphismen. 

Wir richten unser Augenmerk auf alle Zahlen © aus X, deren n-te Potenzen 
©" = © in k liegen. Durch ©'”” wird die Gruppe ©/x auf gewisse Charaktere z5 der 
Gruppe o isomorph abgebildet. Wir können sogar behaupten, auf alle Charaktere. 
Denn ist 2(c) ein Charakter, so gilt z(o) 2(r)” = x(or), es gibt also nach dem Satz I, (1) 
eine Zahl B mit z(o) = B'”’; außerdem ist leicht zu erkennen, daß hierbei B” im 


Grundkörper liegt, d.h. die Zahl B ist ein ©. Damit haben wir aber Ord ©/x = Ord o 
nachgewiesen. Nach der vorigen Untersuchung steht hier linkerhand der Grad von 


k(©)/k, rechts steht natürlich der Grad von K/k. Daher ist X = k(©), und wir können 
zusammenfassend sagen: 
Zu jedem abelschen Körper K/k vom Exponenten n gıbt es eine solche Gruppe ®/a”, 


n 
daß K= Hy) gilt. 
nn 
Gilt auch X = yo) für eine andere Gruppe w/a”, so ist diese in der oben 
konstruierten Gruppe ®/a” enthalten. Andererseits folgt aus dem vorigen Ergebnis 


n n 
oa” = @/x wegen Hy “ == Av u. Daher ist » = ®, und wir haben den Zusatz: 


Zum Körper K/k gibt es nur eine solche Gruppe w/a"”. 


III. Theorie der abelschen Körper vom Exponenten ». 
Der Grundkörper k möge die Charakteristik p # 0 haben. 
Aus einem formalen Grunde führen wir die Bezeichnung 
pr = —ı 
ein; 9 ist also hier nur ein Operationszeichen. Es besteht die Regel 
parpy=ple+y). 
Die Wurzeln der Gleichung px = 0 sind genau die Zahlen des Primkörpers. Die 


; a . @ f 2 
Wurzeln einer Gleichung 9x = © sollen mit > bezeichnet werden. 


Wir sind nun imstande, sämtliche Überlegungen und Sätze des Abschnittes II 
fast wörtlich zu übertragen. Es ist dabei nur folgendes zu beachten: 

An Stelle einer multiplikativen Gruppe ® Z a" wird hier eine additive Gruppe 
o» = 9x betrachtet. Statt Wurzeln aller Gleichungen ©" = » werden hier die Wurzeln 
aller Gleichungen © = » eingeführt. Für ©'”" muß hier (1 — r)© geschrieben werden, 
‚dieser Ausdruck ist auch keine Einheitswurzel, sondern stets eine Zahl des Primkörpers. 
Hier gelten entsprechende Regeln 

a) (1 —0)8 +(1—o)H=(1—o)(0 -+H), 

b) (1 — 0)8 -- (1— r)8 = (1 — or). 

Vorhin wurde der multiplikative Satz I, (1) angewandt, in dieser Untersuchung 
muß naturgemäß dafür der additive Satz I, (2) herangezogen werden. Auf diese Weise 
gelangen wir zu den analogen Ergebnissen: 
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h " ®\, . 
Die galoissche Gruppe von Ir: ik ist zur Gruppe w/9x isomorph. 


Zu jedem abelschen Körper K/k vom Esxponenten p gibt es genau eine solche Gruppe 


o/px, daß K = (©) gilt. 


. ’ . . . . . . . [47 . 
An dieser Stelle wollen wir kurz die arithmetische Theorie der lokalen zyklischen Erweiterungen 1 > streifen. 


Q sei ein vollkommener Konstantenkörper der Charakteristik p, und k der Körper aller formalen Potenzreihen 
int (r-adischer Körper) mit Koeffizienten aus 2. Wie Hasse €) gezeigt hat, läßt sich dureh Subtraktion eines passenden 
px immer erreichen, daß 


/ 


c» konstant ist, falls ) /k unverzweigt ist, und daß sonst 


— + +++ besitzt (A >0 und &0 (mod p), b + 0). 


© die Entwicklung 
Wir zeigen jetzt, wie sich die Differente, und unabhängig davon der Führer im Falle eines verzweigten Körpers 
‚| k berechnen läßt. Wir tun das aus dem Grunde, weil im Abschnitt V der Führer für diesen Spezialfall not- 
/ 
wendig gebraucht wird, und weil wir doch nieht gerne die Führer-Diskriminanten-Formel voraussetzen möchten. 
(Natürlich entspringt unseren Ausführungen ein neuer Beweis für diese Formel.) 


..: . nn £2) 2. ’ , a 
TT sei eine Primzahl des Körpers kl ) © sei eine bestimmte Wurzel der Gleichung 0’ — 0 = w. Aus der 


Normierung von folgt die Entwicklung © = _; + (c=#+ 0). Durch Ditferenzieren der drei Gleichungen erhalten 
’ ’ de) 1 de) dO a 
wir — in Idealen geschrieben: nn, zB, m nn, also gilt für die Differente 
da a’r' ae mer 


dat s (7 ” u. PD (+), 
dt  \M, 


Um endlich den Führer aufzustellen, verwenden wir das einfache System (x, &], das durch die Multiplikations- 
tabelle u? = a, PO = o, u® = (8 + 1) u bestimmt ist ?). Außer den Regeln 


(x,0]: (#,o]» (ao’,o] und (a,0]- (x,o0'] = (a,0+ w’] und (o,o] = 1 


gilt noch die wichtige Formel 
d 
(«,o] = (= Res — o| , 


welche trotz unserer allgemeineren Voraussetzung über den Körper k einem Resultat von H. Schmid ?) entspricht, 
und auch mit der dort angewandten Methode bewiesen werden kann. 


/ 


u ’ o\. dıx a 
Ihr kann entnommen werden, daß x genau dann die Norm einer Zahl aus 1 > ist, wenn das Res — o die 


X 
. r 1 dx ' u ’ En 
Form pa hat; denn sonst wäre k > Res — o) eine konstante Erweiterung vom Grade p, also erst 7” Norm daraus. 
&X 
Wir nehmen nun an, daß Q wirklich zyklische Oberkörper vom Grade p besitzt, dann kann nicht jede Konstante 
von der Form pa sein. Wählen wir zur obigen Entwicklung von «& die Konstante b’ derart, daß /b’b =+ pa wird, so 
ale i ; u h dx ' 
ist einerseits x = 1 -+ b’r? sicher keine Norm, denn es ist Res — o& = 7b’ b. Andererseits verschwindet das Residuum, 


& 


wenn = 1(modr*+1) gewählt wird, infolgedessen ist in diesem Falle a immer Norm. Der Führer ist also a? +1. 


IV. Der Herbrandsche Beweis für » #0 (mod). 
Zuerst beweisen wir: 
Der Führer einer Divisorengruppe H vom Exponenten n ist quadratfrei. 
H sei nämlich mod p}:... p’’ erklärt. Ist dann ?=1 (mod p,...p,), so können 


*) A,a.0. ?) b), 8.39. 
”, H. Schmid, erscheint demnächst in der Math. Zeitschr. 
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wir die Kongruenz ß = €" (mod p''... p’”) lösen, indem wir 


1 


en & 
= Pi ” — 1)” (mod p”i 
&= 3/\7,)(# 1)" (mod y7) 
wählen. J7 enthält daher den Strahl mod p,...p 
Wir geben nun den Herbrandschen Beweis®) des Existenzsatzes wieder. Zu dem 
/weck verwenden wir folgende Bezeichnungen: 
k sei ein Funktionenkörper mit p’ Konstanten, 
m’ =//Ip, und m’ =J/p, seien zwei quadratfreie teilerfremde Moduln, 
x; die zu m’ primen Zahlen, 
a, die zu m’ primen Divisoren, 
P, der Strahl mod m’, 
b, = a”]/p7 (x durchläuft alle ganzen Zahlen), 


r" 


3; = dv”, der Hilfsdivisor d sei dabei prim zu m’m’’ und habe positiven Grad. 

Der Index 1 deutet also an, daß die betreffende Gruppe zu m’ prime Elemente 
enthält. Für den Index 2 seien die analogen Gruppen definiert. 

Wir machen nun die einschränkende Annahme über den Grundkörper k, daß er 
die n-ten: Einheitswurzeln enthält. Für die Einheiten (Konstanten) ist dann (e: e*) =n, 
(las Entsprechende gilt für die primen Restklassen o mod p: (eo: 0") = n. Folglich ist 
(%,:02B,) = Il (0: 0”) = n":, wo P, die Anzahl der verschiedenen Primdivisoren p, 
im Modul nı’ andeutet. 

Durch die Forderungen 

a) (») = a" IIp;, b) o = aß, 
wird eine Zahlgruppe & festgelegt. Nach der algebraischen und arithmetischen Theorie 


n 


\ 


(der größte abelsche Körper vom Exponenten » mit den beiden Eigenschaften: 

a) höchstens die p, sind verzweigt, 

b) alle p, werden voll zerlegt. 

AK’ ıst also Klassenkörper für eine Divisorengruppe H,, die sich mod m’ er- 
klären läßt. 7, enthält sicher ai, pi, f,, mithin die Gruppe G, = b,f,, und für die 
Indizes gilt (M,) S (G}). 

Wir wollen zeigen, daß K’ Klassenkörper zur Divisorengruppe G, = b,ß, ist. Dazu 
brauchen wir nur (//,) = (G,) nachzuweisen. 

Zur Umformung von (//,) führen wir die Gruppe », = ®,”%, ein, sie kann auch 
definiert werden durch 

a) (®2) = agliIp;, b) =nß; 
es ist also (w,) = b, * (a5 ß,). 

Jede Zahl » kann durch Division durch ein passendes a" in eine Zahl w», ver- 
wandelt werden, daher ist ® = w,a”. Weiter gilt & oa" = «3. Dies führt zur Um- 
formung 


der Kummerschen Körper hat der Körper A’ = yo) den Grad (»:x"), und er ist 


(H,) = (we: o") = (w;a":&") = (w: wur") = (w,: 05). 


[7 


Schließlich bleibt noch (G,) umzurechnen. 
(6) = (9: 61) = 


°, Vgl. Hasse, a. a. 0.9). 


(a): a1 Pı3") _A, 
(b,fı:ißfıa) 2 
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für den Zähler und Nenner ist weiter 
A = (9:01,53) (3: 1ßı3) = (m: 013) (a): (ißı)) (3: 3") 
RAR nem am _ (Br: ar) (a1: 013") 
B=(b,:b, ßı5 ) = (dı: 013) = (0, 3": 0" 3") . 
Wird (b,:)=n", (:5)=n und (w3":013) = ((w,):(&7)) beachtet, so er- 
halten wir 


(G1) = ((&) : (81 Pı)) ((o,): ()) m. 


Beim Übergang zu Zahlgruppen müssen wir dividieren durch 


n 


(e:ero1ß,) und durch (er w,:er a1) = (eroaißı:e"), 
also durch (e:e”)=n. Es ist jetzt 
(H,) S (G,) = nP.(H,) nP:. 


Durch Vertauschung der Indizes entsteht eine ähnliche Relation, beide zusammen- 
genommen liefern das gewünschte Resultat (//,) = (G,). 

Setzen mir m’ =1, so wird G, = ajß}. G, Ist also die kleinste Divisorengruppe 
vom Exponenten n, die sich mod m’ erklären läßt, und ihr ist ein abelscher Körper zu- 
geordnet. Durch Zurückgehen auf die Unterkörper folgt dann: Wenn k die n-ten Einheits- 
wurzeln enthält, gibt es zu jeder vorgelegten Gruppe vom Exponenten n einen abelschen 
Körper. 

Ist dagegen k ein beliebiger Grundkörper und H eine vorgeschriebene Divisoren- 
gruppe vom Exponenten n, so wird der Körper k der n-ten Einheitswurzeln zu Hilfe 


genommen, er gehöre zur Gruppe H’. Zur Gruppe H in k, die aus denjenigen Divisoren 
besteht, deren Normen nach 7 H’ fallen, und die wieder den Exponenten n besitzt, 


gibt es nach dem Bewiesenen einen abelschen Körper K/k. Daß sogar K/k abelsch ist, 
und zur Divisorengruppe 7» H’ gehört, wird durch den Nachweis der Klassenkörper- 
eigenschaft gezeigt. Die Konstruktion des abelschen Körpers K/k zur Gruppe H-H' 
sichert dann auch die Existenz eines abelschen Körpers zur gegebenen Divisorengruppe H 
vom Exponenten n. 


V. Der Existenzbeweis für den Exponenten ». 
Unsere Überlegungen stützen sich auf folgenden 


Hilfssatz?). /n einem Funktionenkörper k mit vollkommenem Konstantenkörper 2 
der Charakteristik p +0 darf aus dem Verschwinden eines Differentials dx geschlossen 
werden, daß & eine p-te Potenz ıst. 

Beweis. Für konstantes & ist der Satz offenbar richtig. & sei also nunmehr keine 
Konstante. k=2Q(a, ß) werde durch die irreduzible Gleichung f(x, ß) =0 erzeugt. 
Wegen da = ist k/Q(x&) inseparabel, d. h. esist /{x, y) = g(x, yP’). Nun besteht zwischen 


1 TE Wr 1 
&P und ß die irreduzible Gleichung g? (ar, s) —(), Werden in den Polynomen / und g? 
die Grade in ß betrachtet, so ergibt sich 


1 1’ / 1 
(2a, 8:20) =»: (alar, 8): alar)) -alar, 3): 2). 
1 
Dies kann nur stattfinden, wenn a? schon im Körper k = Qx, ß) liegt. 
k sei fortan ein Funktionenkörper mit qg = p’ Konstanten und vom Geschlecht 35. 


®) Dieser Satz entstammt einer Göttinger Vorlesung (Winter 1933/34) von F. K. Schmidt. 
Journal für Mathematik. Bd. 173, Heft 1. ‘ 
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Wir verwenden folgende Bezeichnungen: 
m ein genügend hoher Modul mit Nm > gq972, 
& zu m prime Zahlen, 
a zu m prime Divisoren aller Grade, 
b zu m prime Divisoren nullten Grades, 
ß, der Strahl mod m, 
ß, der Strahl mod m?. 


Wir machen nun von unserem Hilfssatz eine Anwendung. 


c; seien zu m prime Repräsentanten aller Nichthauptklassen mit der Eigenschaft 
= (y,). Es ist dy, #0, sonst wäre y, =}, & = (6,)”, c, = (6,), gegen die Annahme. 
Indem wir m gegebenenfalls noch vergrößern, erreichen wir, daß für alle endlich vielen 
i jedesmal dy,#=0 (mod m?) wird. Daraus folgt aber y,=# eö” (mod m?) oder 
(xc;)” & (1) (mod m?). 

Dies bedeutet, b” = (1) (mod m?) kann nur für Hauptdivisoren b zutreffen, oder 
in der Indizessprache ausgedrückt: (b : b”’ß,) = ((&) : (x”ß,)). Da jede Einheit e eine 
p-te Potenz ist, dürfen wir den letzten Index auch durch (& : a? ß,) ersetzen. Dieser 
Index gibt an, wie viele Restklassen mod m? der Kongruenz a? = 1 (mod m?) oder der 
damit gleichwertigen Kongruenz x = 1 (mod m) genügen. Hieraus ersehen wir 


(x: B,) = (Pı: Br) = plm?): p(m) = Nmr. 

Wird noch beachtet, daß a/b eine unendliche zyklische Gruppe ist, so folgt das 

Ergebnis: 
(a: a’f,) =p‘(b:b"P,) = pNmr. 

Wir gehen jetzt zum additiven Teil des Existenzbeweises über; dabei bezeichnen 
wir mit 

m den vorhin gewählten Modul, 

& (anders als vorhin!) alle Zahlen, 


co», solche Zahlen, für die w,m ganz ist, 
0% solche Zahlen, für die ®,m? ganz ist. 


Nun betrachten wir den größten abelschen Körper X = k (2) vom Exponenten p, 


dessen Führer noch in m? aufgeht. Er ist Klassenkörper zu einer Divisorengruppe H 
mod m? vom Index (» :9x). H enthält sicher die Gruppe a?ß, vom Index p Nm?!, 

Um zu zeigen, daß K Klassenkörper zur Divisorengruppe aP ß, ist, brauchen wir nur 
(» :9&) = pNm?=! nachzuweisen. 

Zur Untersuchung der additiven Gruppe der o stellen wir die folgenden Betrach- 
tungen an. 

Für jede einzelne Zahl &, geht nach der arithmetischen Theorie der Führer des 


Körpers x(“>) in m? auf. Wir zeigen jetzt umgekehrt: Jede einzelne Zahl », für welche 


der Führer des Körpers x(©) in m? aufgeht, kann durch Subtraktion eines passenden px 


in eine Zahl &, verwandelt werden. 


Wegen der vorausgesetzten Eigenschaft der Zahl ® ist der Divisorennenner von 
omP eine p-te Potenz (p’pt...)’, (, 0). Um diesen Nenner fortzuschaffen, gehen 


wir schrittweise vor. 











- 
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Ist noch etwa r>0, so ist wegen Nm > 9%? nach dem Riemann-Rochschen 
Satz gem} — {mp1} —= Np, daher gibt es eine solche Zahl x, daß zwar amp”, aber nicht 
amp’! ganz ist, und daß die p-adische Entwicklung von & einen beliebig vorgeschriebe- 
nen Anfangskoeffizienten hat. Wird bei passend gewähltem Koeffizienten »& = » — px 
gesetzt, so hat »’m? höchstens den Nenner (p’-! prı...)”. Nach Fortsetzung dieser 
Reduktion können wir erreichen, daß »’ m? keinen Nenner mehr hat, d. h. daß die Zahl o’ 
ein ®, wird. 

Für die ganze Gruppe » ist damit © = w, + 9x nachgewiesen. Durch lokale 
Betrachtungen ist endlich ©," 9x = pw, ersichtlich. Daher gilt 


(w : 9x) = (0, + 9x : 9x) = (w, : 0, r 9x) = (0, :Pw})- 
Der Riemann-Rochsche Satz ermöglicht die Bestimmung der Gruppenordnungen 
q+ Nm? für die Gruppe w,, 


gq’+ Nm für die Gruppe o,, 
0 Nm für die Gruppe 9o,. 


Letzteres folgt daraus, daß bei Anwendung von @ genau die Zahlen des Primkörpers 
Null werden. Es wird somit, 


(w :9&) = p Nuw!; 
dies aber wollten wir gerade nachweisen. 

a? 3, ist die kleinste Divisorengruppe vom Exponenten p, die sich nach dem be- 
liebigen (allerdings genügend hohen) Modul m? erklären läßt, und ihr ist ein abelscher 
Körper zugeordnet. Durch Zurückgehen auf die Unterkörper folgt dann der Satz: 

Zu jeder vorgelegten Divisorengruppe vom Exponenten p gibt es einen abelschen 
Körper. 

Nehmen wir an, der entsprechende Satz sei schon für den Exponenten p’=! be- 
wiesen, so können wir die Gültigkeit auch für p’ zeigen. Ist nämlich /7 eine im Kör- 
per k vorgelegte Divisorengruppe vom Exponenten p’, so wird durch H’<H eine 
Obergruppe H’ von H charakterisiert, die den Exponenten p’=! hat. Nach der ge- 
machten Annahme gehört zur Gruppe H’ ein abelscher Körper k. Zur Gruppe H in k, 
die aus denjenigen Divisoren besteht, deren Normen nach H fallen, und die den Ex- 
ponenten p besitzt, gibt es nach dem Bewiesenen einen abelschen Körper K/k. Daß 
sogar K/k abelsch ist und zur Divisorengruppe H gehört, wird durch den Nachweis 
der Klassenkörpereigenschaft gezeigt. 

Schließlich können wir behaupten: 

Existenzsatz. Zu jeder vorgelegten Divisorengruppe H gibt es einen abelschen 
Körper K. 


Denn hat 7 den Exponenten p’n, wobei n = 0 (mod p) sei, so kann 7 = H'- H" 
gesetzt werden, wobei H’, H’' den Exponenten p’ bzw. n haben. Nach den bisherigen 
Untersuchungen gibt es zu diesen Gruppen abelsche Körper K’ und X’. Ihr Kompositum 
K = K’K’” ist dann der gesuchte Körper, der zur vorgegebenen Gruppe H gehört. 


Eingegangen 12. November 1934. 
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Wir verwenden folgende Bezeichnungen: 

m ein genügend hoher Modul mit Nm > 9%, 

x zu m prime Zahlen, 

a zu m prime Divisoren aller Grade, 

b zu m prime Divisoren nullten Grades, 

ß, der Strahl mod m, 

ß, der Strahl mod m?. 

Wir machen nun von unserem Hilfssatz eine Anwendung. 

c; seien zu m prime Repräsentanten aller Nichthauptklassen mit der Eigenschaft 
= (y,). Esist dy, #0, sonst wäre y,= 6}, @ = (6,)”, c, = (6,), gegen die Annahme. 
Indem wir m gegebenenfalls noch vergrößern, erreichen wir, daß für alle endlich vielen 
! jedesmal dy,=0 (mod m?) wird. Daraus folgt aber y,=# eö” (mod m?) oder 
(x)? # (1) (mod m). 

Dies bedeutet, b” = (1) (mod m?) kann nur für Hauptdivisoren b zutreffen, oder 
in der Indizessprache ausgedrückt: (b : b”ß,) = ((&) : (#”8,)). Da jede Einheit e eine 
p-te Potenz ist, dürfen wir den letzten Index auch durch (x : aPß,) ersetzen. Dieser 
Index gibt an, wie viele Restklassen mod m? der Kongruenz a? = 1 (mod m?) oder der 
damit gleichwertigen Kongruenz x = 1 (mod m) genügen. Hieraus ersehen wir 


(x:0PP,) = (Pı: Pr) = p(m?): p(m) = NmrT, 

Wird noch beachtet, daß a/b eine unendliche zyklische Gruppe ist, so folgt das 

Ergebnis: 
(a: a’d,) =p‘(b:b"P,) = pNm. 

Wir gehen jetzt zum additiven Teil des Existenzbeweises über; dabei bezeichnen 
wir mit 

ı den vorhin gewählten Modul, 

x (anders als vorhin!) alle Zahlen, 

co», solche Zahlen, für die w,m ganz ist, 


“0 solche Zahlen, für die ®,m? ganz ist. 


Nun betrachten wir den größten abelschen Körper X = (©) vom Exponenten p, 


dessen Führer noch in m? aufgeht. Er ist Klassenkörper zu einer Divisorengruppe H 
mod m? vom Index (» :9x). H enthält sicher die Gruppe a?ß, vom Index p Nm?!, 


Um zu zeigen, daß K Klassenkörper zur Divisorengruppe a? ß, ist, brauchen wir nur 
(» : 9x) = pNm?=! nachzuweisen. 

Zur Untersuchung der additiven Gruppe der ® stellen wir die folgenden Betrach- 
tungen an. 

Für jede einzelne Zahl &, geht nach der arithmetischen Theorie der Führer des 


Körpers x(=e) in m? auf. Wir zeigen jetzt umgekehrt: Jede einzelne Zahl », für welche 


der Führer des Körpers x(©) in m? aufgeht, kann durch Subtraktion eines passenden 9x 


in eine Zahl &, verwandelt werden. 


Wegen der vorausgesetzten Eigenschaft der Zahl ® ist der Divisorennenner von 
om? eine p-te Potenz (p’pı...)”, (r, 20). Um diesen Nenner fortzuschaffen, gehen 


wir schrittweise vor. 
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Ist noch etwa r>0, so ist wegen Nm > 9%? nach dem Riemann-Rochschen 
Satz gump”} — {mp1} = Np, daher gibt es eine solche Zahl «, daß zwar amp”, aber nicht 
amp"! ganz ist, und daß die p-adische Entwicklung von «& einen beliebig vorgeschriebe- 
nen Anfangskoeffizienten hat. Wird bei passend gewähltem Koeffizienten »’ = » — px 


gesetzt, so hat »’m? höchstens den Nenner (p’-! prı...)”. Nach Fortsetzung dieser 
Reduktion können wir erreichen, daß &’ m? keinen Nenner mehr hat, d. h. daß die Zahl »’ 
ein ©, wird. 


Für die ganze Gruppe » ist damit ® = w, + 9x nachgewiesen. Durch lokale 
Betrachtungen ist endlich ©, 9x = pw, ersichtlich. Daher gilt 


(w : 9%) = (m, + px : px) = (w, : ©, Pa) = (w, : 9w}). 
Der Riemann-Rochsche Satz ermöglicht die Bestimmung der Gruppenordnungen 
qg+ Nm? für die Gruppe w,, 
q+Nm für die Gruppe o,, 


et Nm für die Gruppe 9o,. 


Letzteres folgt daraus, daß bei Anwendung von @ genau die Zahlen des Primkörpers 
Null werden. Es wird somit, 

(w :9&) = p NuP!; 
dies aber wollten wir gerade nachweisen. 

a? , ist die kleinste Divisorengruppe vom Exponenten p, die sich nach dem be- 
liebigen (allerdings genügend hohen) Modul nı? erklären läßt, und ihr ist ein abelscher 
Körper zugeordnet. Durch Zurückgehen auf die Unterkörper folgt dann der Satz: 

Zu jeder vorgelegten Divisorengruppe vom Exponenten p gibt es einen abelschen 
Körper. 

Nehmen wir an, der entsprechende Satz sei schon für den Exponenten p’! be- 
wiesen, so können wir die Gültigkeit auch für p’” zeigen. Ist nämlich /7 eine im Kör- 


per k vorgelegte Divisorengruppe vom Exponenten p’, so wird durch H’<H eine 
Obergruppe H’ von H charakterisiert, die den Exponenten p’—! hat. Nach der ge- 
machten Annahme gehört zur Gruppe H’ ein abelscher Körper k. Zur Gruppe H in k, 
die aus denjenigen Divisoren besteht, deren Normen nach H fallen, und dıe den Ex- 
ponenten p besitzt, gibt es nach dem Bewiesenen einen abelschen Körper K/k. Daß 
sogar K/k abelsch ist und zur Divisorengruppe H gehört, wird durch den Nachweis 
der Klassenkörpereigenschaft gezeigt. 
Schließlich können wir behaupten: 


Existenzsatz. Zu jeder vorgelegten Divisorengruppe H gıbt es einen abelschen 
Körper K. 

Denn hat HF den Exponenten p’n, wobei n = 0 (mod p) sei, so kann 7 = H'- H" 
gesetzt werden, wobei #7’, H’ den Exponenten p’ bzw. n haben. Nach den bisherigen 
Untersuchungen gibt es zu diesen Gruppen abelsche Körper X’ und X”. Ihr Kompositum 
K= K'K' ist dann der gesuchte Körper, der zur vorgegebenen Gruppe H gehört. 


Eingegangen 12. November 1934. 
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Die allgemeine Newtonsche Quadraturformel 
und Quadraturformeln für Stieltjesintegrale. 


Von Robert Schmidt ın Kiel. 





In seinem unlängst erschienenen Buche !) hat Herr G. Kowalewski mit seinem 
Satze I, den er als das Kernstück der Theorie bezeichnet, eine wesentliche Lücke ge- 
schlossen. In der Tat wird das allgemeine Newtonsche Näherungsverfahren zur Aus- 
wertung bestimmter Integrale durch die von Herrn Kowalewski angegebene Integral- 
darstellung des Fehlergliedes erst zu einer wirklichen ‚Quadraturformel“. — Zur Her- 
leitung seines Hauptsatzes geht Kowalewski von der Taylorschen Formel aus, deren 
Restglied nach Integration und Umformung die Darstellung des Fehlergliedes liefert. 

Im $ 1 dieser Note gebe ich einen neuen Beweis des Kowalewskischen Hauptsatzes 
(in etwas verschärfter Form). Dabei mache ich nur von den Grundtatsachen über In- 
tegrale und ihre Ableitungen Gebrauch; insbesondere benutze ich die Taylorsche Formel 
nicht. — Die Erweiterung des Satzes auf Stieltjesintegrale wird im $ 2 durchgeführt. 
Schließlich wende ich im $ 3 die gleiche Methode zur Herleitung einer Quadraturformel 
für Stieltjesintegrale an, die insofern auf die besondere Natur der Stieltjesintegrale zu- 
geschnitten ist, als sie bei Spezialisierung auf gewöhnliche Integrale gegenstandslos wird. 
Die zugehörigen Näherungsverfahren wurden hinsichtlich ihrer Brauchbarkeit zu numeri- 
schen Zwecken von J. Hellerich und R. Schmidt untersucht ?). 


81. 

Zunächst soll der Satz, der die von Kowalewski als allgemeine Newtonsche Quadratur- 
formel bezeichnete Gleichung zum Gegenstande hat, in der folgenden Form neu bewiesen 
werden: 

Satz 1. Es sei 

= << <u=d. 
Es gibt dann genau ein System von Konstanten Loy, Li, - - -, Im und genau enemazsx<sb 
stetige Funktion N (x) derart, daß 


b b 
[ Ita) dx = Loflag) +: + Luflan) + [N (a) +” (2) de 


für alle na < x < b mit R-integrierbaren (n + 1)-ten Ableitungen versehenen Funktionen 
f(x) erfüllt ist. 


!) G. Kowalewski, Interpolation und genäherte Quadratur, Leipzig-Berlin 1932, S. 78. 
?) J. Hellerich u. R. Schmidt, Numerische Auswertung von Stieltjesintegralen, Journal für die reine und 
angewandte Mathematik 164 (1931), S. 243—255. 
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Wenn X, (2), . . ., 2,(2) die Lagrangeschen Grundpolynome für die Stellen ay,.. .. @, 
sind, so ıst 


b 
EL, = [2,(2) dx (=0,1...8). 


Die Funktion N (x) setzt sich stückweise aus Polynomen (n + 1)-ten Grades zusammen, 
und zwar ıst 

+ 
(b — x)" 1 \r 


(n +1)! n! Fi 


N (2) == 


Daß Lg, - » -, Zn notwendig die Lagrangeschen Konstanten sein müssen, wird sofort 
klar, wenn man für f(x) der Reihe nach die Lagrangeschen Grundpolynome einsetzt. 
Der Beweis für die Eindeutigkeit — und zugleich die Herleitung der expliziten Dar- 
stellung — der stetigen Funktion N(x) kann auf einen Hilfssatz gestützt werden, dessen 
Richtigkeit auf der Hand liegt. 

Hilfssatz. Die Funktionen g(t); g,(t), £a(t),.- -, g;(t),... seien na zst=b de- 
finiert und dort R-integrierbar, und es strebe 


fig, — gtt)| dt >0 


mit A> ©. Für jede stetige Funktion h(t) strebt dann 
b 


b 
fh (t) g,(t) dt > fh (t) g(t) dt. 
Bildet man 


t ! t 
(gl)dı und 9) =|:"-SsWd (=12...). 


so strebt na =t=<b gleichmäßig 
p,(t) >o (t) 


mit A> ©. — Wenn die Funktionen g,(t) außerdem als stetig vorausgesetzt werden, so Ist 
gm (t) = g,;(t) (A=1,2....), 


und es strebt 
b b 
[hktt) pP (t) dt > [hit) gti) dt. 


Der Index » (ls<»=<n) werde vorläufig festgehalten, ebenso eine Stelle x aus 

A4,_ı <&2<.a,, und eine Funktion g(t) sei durch 
(1) — f für ze <t<b 
1x7 10 sonst 
ina=t=<berklärt. Die Funktionen g,(t) lassen sich dann so wählen, daß alle Voraus- 
setzungen des Hilfssatzes erfüllt sind. Mit m =n-+1 seien @,(t) die Funktionen, die 
im Sinne des Hilfssatzes zu den g,(t) gehören. Als notwendige Bedingungen für N (t) 
erhält man, wenn man insbesondere f(t) = g,;(t) setzt, 
b 


b 
[9,0 dı = Luna) + + L,9,la) + NO Wd (A=12..), 


a 
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aus denen mit A— co durch Anwendung des Hilfssatzes sofort folgt: 





b b 
(1) fett) dt = Lopla,) ++ Zn plan) + [ N) gli) di 
oder 
b b 
(1’) — [Ntt) dt = — [ptt) dt + Loplao) ++ np (an). 
Zur Berechnung von @(t) hat man allgemein 
Pr 0 für ast<sx 
2 . fett)dt =! (tt 2)” 
(2) JS Ss® er für z<sı<b 
m! 
und daraus insbesondere 
0 für astsx 
(3) lt) =Ilt— a)” 
. eh. BE ü <ı< 
in + ii für zsı<sb. 
Es wird demnach 
b n+2 
(b— x) 
t) dt . 
PO HH 
(a, z)"*" (a, ER x)"+" 


2(%)=0,..., Pla) =0; Pla) = Rn „+ Plan) = nr) s 


und durch Einsetzen in (1) und Differentiation: 
ba" 1 nn... RN 

(n +4)! „tl, (a, ) + In(an — X) } 
ina,_ı <x<a,. Das gilt für jedes v=1,...,n, und wegen der für N (x) geforderten, 
bei den Ausdrücken rechts tatsächlich vorhandenen Stetigkeit an den Stellen a,,... ., An 
ist auch für diese Stellen: 


Nils) = 


b-a" _ iy 
(n +1)! n! 


Ay>T 


N(x) = L,(a,— x)". 

Wählt man die Konstanten Z,,..., Zn und die Funktion N (x) so, wie es sich 
soeben als notwendig herausgestellt hat, dann ist den oben durchlaufenen Schlüssen zu 
entnehmen: Jede Funktion g(t) der obigen Form verwirklicht zusammen mit der zu ıhr 
gehörigen Funktion g(t) die Gleichung (1). Diese Bemerkung liefert den Ansatz, um 
umgekehrt zu zeigen, daß jene Konstanten Z,,.. ., 7, und jene Funktion N (x) wirklich 
das im Satze 1 Verlangte leisten. In der Tat: Wenn 6,(t),...,Gx(t) irgendwelche 


integrierbaren Funktionen sind, die zusammen mit ihren zugehörigen Funktionen 
t 


(0) = 


a 


t 
IT fu) dı («=1,...,k) 


die Gleichung (1) verwirklichen, also 


b b 
fd.) dt = Ly®ulap) ++ Lu®ulan) + [N G«(t) di 


ist, so trifft das gleiche für jede Linearverbindung 
Git)=aGl) + +aGlt) 
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zusammen mit 
t 


o() = Sf": fer) 


zu: 
6 b 
(1*) fPt)d=L,dla,) +: + L,®(a,) + [NW GA) dt. 


Nimmt man nun zwei beliebige Stellen x’ und x’ aus a,_ı <x’ <x’ <a,, so folgt 
aus dieser Feststellung und der obigen Bemerkung, daß (1*) mit 


2 


cu=1. für 2 <t<x 
0 sonst 
verwirklicht wird. Ferner überzeugt man sich davon, daß für eine beliebige Stelle x’’ 
aus a, <&" <a, die Gleichung (1) auch mit 

ei =$! für a<t<x” 

10 sonst 

erfüllt ist; dazu braucht man in (2) und (3) nur x und 5b durch a und x zu ersetzen, in 
(1’) einzusetzen und zu differenzieren. Damit ist erreicht: Wenn 


—_— u << <u=d 
eine beliebige Intervallteilung ist, bei der die Stellen a,..., a„—ı vorkommen, 
1 für ui <t<z 
Gu(t -! Bene ü 5 
(t) 0 sonst im | ) 


gesetzt wird und c,,...., c; irgendwelche Konstanten sind, so ist (1*) für 
Gl) =caGılt) ++ Get) 
erfüllt. Wenn jetzt f(t) eine beliebige, mit A-integrierbarer (n + 1)-ter Ableitung ver- 


sehene Funktion ist, so kann man f”'"(t) durch eine Folge von solchen Funktionen 


G(t), etwa T,(t), T,(t),..., so approximieren, daß 
b 


SW — Tal) dt +0 
strebt mit A> o. Die zugehörigen Funktionen ®(t) seien Y,(t), Ya(t),.... Durch 


eine erneute Anwendung des Hilfssatzes mit 
ei) ="), ss) =-T,W), 9,W=Y,l), Alt)= N) 


werden dann die bisher erzielten Gleichungen 
b b 
SYıt) dt = Lo Yı(a,) 1.4 u Yı(a,) — [N (t) Tl; (t) dt 


übergeführt in 
b 


b 
[YWd=LYla) ++ L.Yla.) + SAW") at 
mit 
t 


Y() = [CT Sera = fl) + Pt), 


a 


wo P({t) ein Polynom n-ten Grades ist; man erhält also: 


b b 
Str) + Po} dt = Loff(a,) + Play} + + Zutftan) + Pla.) + SAW Wa, 
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woraus wegen 
P(x) = %(x) Pla) ++ %,(x) P(a,) 
die Quadraturformel des Satzes 1 abzulesen ist. 
Im Hinblick auf die Quadraturformeln für Stieltjesintegrale ist es bemerkenswert, 


daß die Funktion N (x) nicht bloß stetig ist, sondern auch im ganzen Intervalla <x <b 
mit stetiger (n — 1)-ter Ableitung are ist ?), und zwar kann der Ausdruck 


S(a)=; ir (a, — x)" 


" ı>2 
bei der Differentiation bis zur (n — 1)-ten Ordnung so behandelt werden, als ob er ein 
einheitliches Polynom wäre: 


S” (2) = u TR (r=1,..„n—1). 


Man braucht sich also bei der Differentiation bis zur (rn — 1)-ten Ordnung nicht darum 
zu bekümmern, daß nur über a,> x zu summieren ist. 


$ 2, 
Satz 2. Es sei 
a=mp<a,<: <m=b 
und y(x) eine ina< x <b monoton wachsende Funktion: 
z(@) Ss ya”) für # <e" 
ks gibt dann genau ein System von Konstanten Ay, .. ., A, und genau enewmaszxsb 
stetige Funktion N(x) derart, daß 


Site) dzta) = Noflao) +: + Anflan) + SNE) Fa) da 


für alle ina = x < b mit R-integrierbaren (n + 1)-ten Ableitungen versehenen Funktionen 
f(x) erfüllt ist. 


Die Konstanten A,,:::,A, sind die verallgemeinerten Lagrangeschen Konstanten 


‘ 


b 
\, = [8% (2) dy(e) v=0,1,...,n), 
und es ist 
1 . 
BE, \ 2 n 
N(x) : af t 2)" dy(t) — Pr Ay e). 


Zum Beweise kann man die Funktionen g(t), g,(t), (kt), p,(t) aus dem Beweise 
des Satzes 1 unverändert benutzen. Damit wird 


z)"t} 
[warn = |; on dalo. 


Hier greift nun die Bemerkung Platz, daß die Funktion 


1a fo arazı 


3) Hierzu vergleiche man: G. Kowalewski, Über die Gaußsche Integralapproximation, Berichte der Sächsischen 
Akademie der Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-Physische Klasse, 86 (1934), S. 189—198, besonders S. 197. 














b 


N 


- 
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für m > 1 trotz der zugelassenen Unstetigkeit von x(t) nicht bloß im ganzen Intervall 
asxsb stetig ist, sondern dort sogar eine stetige (m —1)-te Ableitung besitzt, und 


zwar ist 
r _— 1 4 r m—r 
9) = Jen) dy(t) r=1,...,m—1), 


d.h. man kann /(x) bei der Differentiation bis zur (m — 1)-ten Ordnung so behandeln, 
als ob die untere Integrationsgrenze konstant wäre. Die Richtigkeit dieser Bemerkung 
wird sofort klar, wenn man den Differenzenquotienten 


Ke+hM—Ia)_1 (k-(+MP—(— zn" 


h m! h 
z-+h x 


ansetzt und beachtet, daß (!— x)” in a<t<b gleichmäßig nach x differenzierbar 
ist und daß 


auf dem in Betracht kommenden Integrationswege erfüllt ist. — Bei stetiger Belegungs- 
funktion x(t) würde /(x) offenbar auch noch für m = 1 differenzierbar sein. 


Als notwendige Bedingung für N(x) erhält man somit 


b 
1 , 1 n 
N(z) | B— r)" dy(t) le t) ’ 
zunächst mit Ausnahme der Stellen a,, . . ., @„, dann aber auch — unter Berufung auf 


die Stetigkeit des Integrals und der Summe rechts — für diese Stellen. 

Der Beweis dafür, daß A,,...,A„ und N(xz) zusammen wirklich das Verlangte 
leisten, ist wörtlich aus dem entsprechenden Beweise des $ 1 zu übernehmen. 

Ebenso wie die Funktion N (x) des Satzes 1 ist auch die Funktion N (x) nicht bloß 
im ganzen Intervall a < x = b stetig, sondern dort mit stetiger (n — 1)-ter Ableitung 
versehen. 


$ 3. 
Satz 3. Es seı 
=—. <a <<, =d 


und x(x) eine inasxzsb monoton wachsende Funktion. 


Es gibt dann genau ein System von Konstanten Ay, A,,..., An; Bi,,..,Bn und 
genau eine ina <x<b stetige Funktion M(x) derart, daß 
b a Ay 
Stft«) dy (2) = Aoflao) + + Anflan) + Bo S f(x) de ++ B. / f(x) d. 
[4 a, ER | 
> D 
+ [M(«) fertd (z)de 


für alle ina<x<b mit R-integrierbaren (2n + A)-ten Ableitungen versehenen Funk- 


tionen f(x) erfüllt ıst. 
Journal für Mathematik. Bd. 173. Heit 1. 8 
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Die Konstanten A,,- - -, An; By, - - -, Bn lassen sich in der Form 


A.= [Pu(x) dy (x) („=0,1,...,n) 


B, = [Q, (x) dx(2) (e=1,...,n) 


darstellen, wo B.(x) und D,(x) die durch die Gleichungen (4) erklärten Polynome 2n-ten 
Grades sind, und es ist (mit B„+ı = 0) 


an B,—B, 1 Zn 
fr ) dy(t) — am IA + =. 7 (a, — 2)! (a,— x) 


a,>z 


Die en = der 2rn + 1 Konstanten A,,..., B„ kann man dadurch zeigen, 
daß man der Reihe nach 


(x) =1,22, 32%,...,(2n +1) 2” 


setzt. Man erhält 2rn + 1 lineare Gleichungen mit der Koeffizientenmatrix 


) ) “ . zZ __.ı2 2 __n2 a 2 __.. 8 
2a, 2a, 2a, ‘a— ©—ad n—a, 
2.2 2 2 8__,ı3 u... 2 8 __ 3 
3a, 3a: 3a? “— 5 %—& a —a_, 
‘ 4 2n Zn+l1 __ „2n+1 . . 2 2 2. 2n+1 __ „2n+i 
(2n +1) (2n +41)a a a: a at 


Das Nichtverschwinden der Determinante D dieser Matrix ist bekannt *), und 
zwar ist 
__4\n(n+1) 
at. nie] ar. 
( .. MR 


Man kann auch so vorgehen, daß man Polynome B,(z),..., B.(x2) und 
,l®),.. -, Q,(x) vom 2n-ten Grade mit den Eigenschaften 


D= 





"}$1 fü u=v 
Pula) = o sonst 
J Pı(z)de = 0 stets (»=0,..,%) 
a,—1 
D,(a,) = 0 stets 
r "SI für o=>v = 
ER ee o sonst (e=1,...n) 


bestimmt. Die Existenz und — hier nicht benötigte — Eindeutigkeit dieser Polynome 
kann man wieder mit Hilfe des Nichtverschwindens der Determinante D nachweisen, 
und ihre Koeffizienten aus einem linearen Gleichungssystem berechnen. Die Eindeutig- 
keit der Konstanten A,,..., B„ und die im Satze 3 behauptete Darstellung folgt un- 
mittelbar durch Einsetzen der Polynome ®%,(x) und DO,(x) für f(x). — Nach Art der 
Lagrangeschen Polynome lassen sich die Polynome ®,(x) und DQ,(x) direkt angeben. 
Setzt man 





na] een. 


vu tu 


(2) = la) ++ le), 


*%) J. Hellerich-R. Schmidt, I. c., $ 6. 















[en 


ıd 


ıd 
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Pu(z) = Pu(®), 
D,(2) = 0, (x) — {0 (a,) Pol) + + Oslan) Pa(2)}- 


(4) 


Für alle Polynome P(x) vom 2n-ten Grade gilt die Identität 
P(z) = Bolz) Pla) + Pılz) Pla) ++ Plz) P (a) 
a An 
+D,(2) f Pli)di ++ Due) f Pi) dt. 
a9 An—1 
Zur Herleitung einer Bedingung, der M(x) notwendig genügen muß, kann wieder 
die Funktion g(t) des $ 1 benutzt werden, aber jetzt ist 


t t 








(2n+1) 
pt) = JS" fe) 
zu wählen, also 
0 für asısı 
2 m En 2n+1 
p(t) in an für z<stı<s<b 
Es wird 
: - 2n+1 
t— x)” 
[vw dyx(t) = an dı(t); 
0 für z=(, v—1 
2n+1 
y(a,) = ar für = 9,..,% 
0 für o=1, v—i 
j (a, En 7 
e a Mr = 
[ ritW)d=i (2n +2)! BR OPEN 
a 1 e. 2n+2 2 2n+2 
(a, 2) 9 _ für po =r +1... 
(2n + 2)! (2n + 2)! 
1 1 
Ma) = an | U" dr — msi (Ara, — 2)" + + Aufn a)” 


1 2n+1 2n+1 n+l 
u B, ER B,ı v+ u | r San B, Ad LE } 
on ji! (a x) +7 ‚1 (q ı c) (a r) S 
- ... u {B, (a, a a BE B_, (a.—ı N, 2) Yy 
Durch Umformung und Ausdehnung auf die Stellen a, . - ., @„ folgt daraus die im 
Satze 3 angegebene Darstellung für M(x). — Der Existenzbeweis für M(x) ist wieder 
wörtlich aus dem $ 1 zu übernehmen. 


Man überzeugt sich schließlich noch davon, daß M (x) im ganzen Intervalla sr sb 
eine stetige (2 — 1)-te Ableitung besitzt. 


Eingegangen 2, Dezember 1934. 
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Die Teilwerte der Weberschen Tau-Funktion. 


Von Wolfgang Franz in Marburg. 





Alle über einem imaginär quadratischen Zahlkörper Q abelschen Körper lassen 
sich bekanntlich durch singuläre Werte der Modulfunktion j(®,, ©) aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen und der Weberschen Funktion r(u | ©,, ®,), d. 1. im wesent- 
lichen, bis auf einen Dimensionsfaktor, die Weierstraßsche p-Funktion, erzeugen; das 
heißt, alle abelschen Körper über 2 sind in solchen Körpern enthalten, die sich durch 
Adjunktion von geeigneten Funktionswerten von j und r mit Argumenten ®,, ®,, u aus 
Q ergeben. Im folgenden werden umgekehrt die sämtlichen Funktionswerte dieser Art 
betrachtet. Bereits Weber hat sämtliche j(®,, ®;) untersucht: Alle diese Zahlen sind 
abelsch über Q; sie liefern Ringklassenkörper, die im Sinne der Klassenkörpertheorie 
zu solchen Ringen in 2 gehören, die sich aus ®,, ®, ohne weiteres ablesen lassen. Hier 
soll analog der arithmetische Charakter sämtlicher Teilwerte der r-Funktion, (u | w,, ®,) 
mit beliebigen u, &,, ©, aus ®, untersucht werden. Auch diese Zahlen sind abelsch 
über &. Die zugehörigen Gruppen in 2 werden in ihrer Abhängigkeit von u, ®,, ©, 
bestimmt. Dabei wird allerdings mit r(u | &,, ®,) stets gleichzeitig J(®,, ©,) adjungiert. 
Man kann zwar bei der Erzeugung jedes Strahlklassenkörpers und damit Jedes abelschen 
Körpers über Q die j-Funktion dadurch vermeiden, daß man geeignet viele Teilwerte 
der r-Funktion adjungiert; die Frage aber, welche Körper durch die einzelnen r(u | ®,, ®3) 
allein über Q erzeugt werden, ist bisher noch nicht beantwortet. Die Darstellung 
schließt sich an den Hasseschen Aufbau der Theorie der komplexen Multiplikation !) an. 

k sei eine natürliche Zahl, 9, bezeichne den Zahlring mod k, das ist die Menge der- 
jenigen für k ganzen Zahlen aus 2, die mod k in rationalen Restklassen liegen. Ist 
(1, o») eine Basis der ganzen Zahlen von Q, so besteht 9, aus allen x + yko mit für k 
ganzen rationalen x, y. Jeder Zahl x aus Q kommt bezüglich der additiven Gruppe % 
ein endlicher Index j zu, denn offenbar liegt k"« mit geeignetem natürlichen n stets in 
Qr; J ist demnach nur aus Primzahlen von k zusammengesetzt. Bei ganzen, allgemeiner 


bei für k ganzen & liegt schon ka& in %, j ist also Teiler von k. — Q%£ sei die Menge der 
zu k primen Zahlen von %; 2% ist eine multiplikative Gruppe. Ist j der Index von 
x bezüglich Q und A eine beliebige Zahl aus X, so liegt auch jA& in %, der Index 
von Ax ist also höchstens j; da auch A" in @%, ist der Index von Ax genau gleich j. 
Multiplikation mit Zahlen aus %£ ändert also den Index j nicht. Die durch die Zahlen von 


QE erzeugten Hauptideale bilden die Idealgruppe AR;, die Hauptringklassengruppe 
mod k, eine mod %k erklärte Kongruenzidealgruppe. Die Restklassen nach AR; in der 
Gruppe aller zu k primen Ideale sind die Ringklassen mod k, die zugehörige Faktorgruppe 


1) H. Hasse, Neue Begründung der komplexen Multiplikation, Journ. f. reine u. angew. Math., 1. Teil: 
157 (1927), 2. Teil: 165 (1931). 
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ist die Ringklassengruppe mod k. Wenn ® nicht der Körper P(i) der vierten, bzw. 
P(n) der sechsten Einheitswurzeln ist, so liegen die einzigen Einheiten +1 von Q in 


jedem %%, die Zahlen von 9% sind also die einzigen Erzeugenden für die Hauptideale 
von Rx. Wenn dagegen 2 =P(t) bzw. Q = P(n) ist, so liegen für k > 1 die Einheiten 
+ibzw. +7, + n? nicht in Q£, und es gibt demgemäß für jedes Ideal aus R; außer 
den beiden Erzeugenden + A in Q£ noch die weiteren Erzeugenden + iA bzw. +74, 
+ n?) außerhalb %. 

Wir betrachten die Funktion ?) 
- 2'’3° ee 5) plu | w,, ©;)- 
Es sei zu = r(e | P,, Pa) ein singulärer Wert, d. h. ein mit Argumenten o, ß,, f, aus Q 
gebildeter (endlicher) Funktionswert, der im folgenden festgehalten wird. Dann sind 
ß1, a reell-linear-unabhängig, also sicher über P linear unabhängig, o gestattet also eine 
Darstellung oe = rıßı + raßa mit rationalen r,,r, und ist demnach ein rationaler Teil- 
punkt des durch ß,, fs In der komplexen Ebene aufgespannten Gitters. Umgekehrt 
ist natürlich auch jeder rationale Teilpunkt eines durch Zahlen aus Q aufgespannten 
Gitters eine Zahl aus 2. — Ist der größte gemeinsame Teiler (£,, ß,) = b, so wird 


t(u|o,@) = — 


Pı Pa? 
Mp,B)=| Bi Na, 

| Pi Pz 
wobei d die Diskriminante von 2 und k eine natürliche Zahl ist. Dann gibt es bekannt- 
lich einen Faktor «# in 2 derart, daß u(ß}, 2) = (Roı, %os) Basis in Q des zu k primen 
Ideals „«b = a, wird, d. h. daß alle und nur die zu Q, gehörigen Zahlen von a, in der 
Form 2,%gı 4 Xg%gg mit ganz-rationalen x,, x, darstellbar sind. Setzt man 9, = yo, 
so ist wegen der Homogenität der r-Funktion 


70 = tee | Pu, Pa) = tluo | ußr, MPe) = 700 | Kon, Koe) - 
Wir brauchen also nur Teilwerte dieser Form zu behandeln. Wir können ferner für 
Q =P(:) und =Pf(n) den Fallk =1 ausschließen, da dann die r-Funktion identisch 
Null ıst. 

Wir spalten nun von o, den Faktor a, ab, stellen den Rest als reduzierten Quotienten 
ganzer Ideale dar und zerlegen den Zähler in den zu k primen Bestandteil r, und den 
nur aus Primteilern von k zusammengesetzten f, so daß 
fr, 


An. 
m ° 


(00) = 
Wir ordnen dann in Bezug auf r, jedem ganzen zu mk primen Ideal rt in folgender Weise 


h R SA h . 

einen Funktionswert r(t) zu: a sei so gewählt, daß U die Hauptringklasse fällt, 
009g 

ra 


' t 
— (}) mit A aus &%. Dann sei o = Ao,, also (po) =—a, und 
todo m 


(tr) = fo | a®), 
wo a® = (x,,&,) eine beliebige Basis in Q, von a bezeichnet. r(r) ist unabhängig 


1. von der Wahl der Erzeugenden A in % für 2 da —# denselben Funktionswert 


2 todo 
2) Diese Funktion ist von der von Weber betrachteten nur um einen rationalen Zahlfaktor verschieden; vgl. 
H. Weber, Lehrbuch der Algebra III, 2. Auflage, Braunschweig 1908, S. 572, ferner Hasse, a. a. O. 1. Teil, 
S.127. Da 9(i,1) = 9(n,1)= 0, benutzen Hasse und Weber zur Erzeugung der Strahlklassenkörper über 


P(i) und P(n) modifizierte r-Funktionen, die hier außer Betracht bleiben können. 
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ergibt, 2. von der Wahl der Basis a® in 2; von a, da sämtliche Basen durch Modulsubsti- 
tutionen zusammenhängen und bei solchen die r-Funktion invariant ist, 3. von der Auswahl 


von ain seiner Ringklasse: Wählt man an Stelle von a das Ideal a(A’) mit 4’ in QE, so 
ra(/’) 
pp 
andrerseits (x,4’, 94’) Basis in Q, von a4’ ist, ergibt sich wegen der Homogenität der 
r-Funktion der gleiche Wert. — Insbesondere ist 7, = T(t,). 


ist — (44) und A4’ in Q%, man hat also 0,44’ = oA’ an Stelle von p zu setzen; da 


Es sei nun = Ferner sei 5 die Gruppe derjenigen Ideale, die eine Dar- 


k 
(k,E) 
stellung als Hauptideal (x) gestatten mit einer Zahl x = 1 mod mf’, die mod k in einer 
rationalen Restklasse liegt. S ist eine mod m%k erklärte Kongruenzidealgruppe und 
stimmt im Falle Q@ # P(i), P(n) mit dem Durchschnitt des Strahles Sr mod mf’ und 
des Ringes AR; überein, während sie in diesen beiden Körpern enger ist als jener Durch- 


schnitt. Dann hängen die Werte r(t) nur von der Restklasse nach 5 (S-Klasse) ab, der 


’ 


r angehört. Ist nämlich r’ = r mod S, also - — (€) mit &=1 mod* mf’ und € in &%, so 


me 
ist z(t’) = r(o&|a®); wegen &=1 mod" - & ‚also o£ = omod* ff’a, also sicher mod* ka, 


liegt oe&E — op in a und 9, es ergibt sich also derselbe Funktionswert. Die z(t) sind 
demnach Invarianten der S-Klassen. 

Für diese Invarianten gelten weitgehend dieselben Gesetze mit den Beweisen wie 
für die Strahlklasseninvarianten der Hasseschen Theorie. Wie dort sieht man, daß die 
r(t) algebraische Zahlen sind, in deren Nenner höchstens die Primteiler von mk auf- 
sehen, wenn m das kleinste rationale Multiplum von m bezeichnet. Ist r, ganz und zu 


ımk prim, so ist 
a (k) 
z(tt,) = del(®) ) 
1 


Für die Primideale p ersten Grades mit endlich vielen Ausnahmen läßt sich daraus in 
bekannter Weise die fundamentale Kongruenz 


z(tp) = r(t)” modp 
ableiten. — Jeder S-Invariante r(t) = r(o | a®) entspricht eine zugehörige Ringklassen- 


invariante j(a®). Sie hängt nur von der Ringklasse mod k ab, der a angehört; für 
Ideale a aus verschiedenen Ringklassen sind diese Invarianten verschieden. Für sie 


gilt die Kongruenz ?) 
a (k) 
((&) = j(aW)”? modp. 


Jetzt sei H der Komplex derjenigen S-Klassen, deren S-Invariante mit 7, = r(t,) 
übereinstimmt und die zugleich der Hauptringklasse angehören; durchläuft 5, (v=1, 2,...) 
ein Repräsentantensystem ganzer Ideale dieser Klassen, so ist z(t,) = r(tyh,). Es seı 
p ein Primideal ersten Grades, für das die obigen beiden Kongruenzen gelten und das 


nicht in mk und nicht in den Relativdiskriminanten von r(t,) und jta$”) über Q aufgeht. 


Im Körper K = Ar(t,), /( 0’)) zerfällt p also in lauter verschiedene Primideale, ® sei 
eins davon. Der Grad von ® bezüglich p sei f. Ferner sei f* die Ordnung von p be- 


3) Siehe Weber, a. a. O., insbesondere Abschnitt 17 und 18. Auch die entsprechenden Teile der Hasse- 
schen Begründung der Theorie lassen sich leicht vom dort behandelten Spezialfall k = 1 auf beliebiges k verall- 


gemeinern. 
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züglich 7, also die früheste Potenz von p, die in / liegt; eine solche gibt es, da sicher 
S selbst in H enthalten ist. Da r(r,) und j(a)) für B ganz sind, läßt sich jede für P 
ganze Zahl A von K mod ® darstellen in der Form 


A z, Kın (to) j(ag)” mod » 


bis zu einem geeigneten n summiert, mit für B ganzen x. aus 2. Daraus folgt in be- 
kannter Weise mittels der obigen Kongruenzen 


.y\ % 


* * * - \(k) 
Ar ai Exutlt)” (ar ur Fox t(typ y' (ee == Ä mod %. 


Also fs f*. Andrerseits gilt 


T(to p)= X(t,)” = r(t,) mod ®, 
J[Ag «, _(k) pl .,_(k) j\ 
] (er) = m) =zJm) mod %. 


Wenn p nicht im Differenzenprodukt aller j(a®) aufgeht, welches nicht Null ist, da die 
Ringklasseninvarianten zu verschiedenen Ringklassen verschieden sind, und ebenfalls 
nicht im Differenzenprodukt aller verschiedenen unter den r(t), so folgt 


(k) 
(@) ) = ia), t(toP‘) = T(to). 


p’ liegt nach der ersten Gleichung in der Hauptringklasse und deswegen nach der zweiten 
Gleichung in H. Also folgt f > f*. Zusammen ergibt sich f = /*. Das ist das Zerlegungs- 
gesetz für K. 

Ist r, ein beliebiges ganzes zu mk primes Ideal, so zeigt man auf Grund der oben 
angegebenen Form von r(trt,) mit Hilfe des Prinzips der komplexen Multiplikation, daß 
ein nur von der S-Klasse von tr, abhängiges Polynom P;, mit Koeffizienten aus 2 exi- 
stiert derart, daß für jede S-Invariante r(r) mit der zugehörigen Ringklasseninvariante 
a ®) gilt 

z(tt;) = Pı(t(t), j(a®)). 


Setzt man hierin für r nacheinander alle t,h, ein, so bekommen beide Argumente von 


(k) 
P., stets denselben Wert: (tr) = r(t,h,) nach Definition der H,, und j(a®) = ie) ) 
weil die D, zur Hauptringklasse gehören. Es folgt 
tot,h,) = reist). 

Da man wegen der Gruppeneigenschaft der S-Klassen ebenso von tyt, auf rt, schließen 
kann, besteht der ryt, im obigen Sinne zugeordnete Komplex H aus denselben h,; FH ge- 
hört also in gleicher Weise zu allen $S-Klassen. Wendet man dies Ergebnis auf tr, =), 
an, so zeigt sich, daß die H, eine Gruppe bilden; im allgemeinen folgt, daß die Jeweils 
gleichen z(r) für alle r einer und derselben Ringklasse sich auf die Nebenklassen nach 4 
verteilen. Das abgeleitete Zerlegungsgesetz erweist sich damit als das Klassenkörper- 
zerlegungsgesetz, K ist Klassenkörper zur Idealgruppe 4. Für H gilt Su SS SsHSH,. 
Nach obigem kann man diese Abschätzung sofort verbessern. Sei D, = (4,) mit 2, 


* 
aus Q2;, also 


(tv) = to| a),  Tetod,) = t(eoA, | ad). 


Damit die beiden Invarianten gleich sind, muß, da z(u | o,, ©,) im Periodenparallelo- 
gramm jeden Wert nur zweimal annimmt, 094, + 0, Sicher in a, liegen; folglich ist 
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m und mod’m, da ft, zu m prim. Daher 
0 


ist 7 <S Sm. Zusammenfassend können wir also sagen: 


%%F&=0 mod’a, = +1 mod* 


Satz 1. 7, = t(o,! ad) ist eine abelsche Zahl über Q und erzeugt zusammen mit der 
zugehörigen Ringklasseninvariante j(aV) einen Klassenkörper über Q, für dessen zu- 
gehörige Idealgruppe H in 2 gilt 

Sm SS SHSSmrR. 
IT besteht aus denjenigen zu mk primen Idealen h der Hauptringklasse, für die t(t,) = (tu). 

Wenn e, zu k prim ist, läßt sich 7 einfacher angeben. Es ist dann f=1, (m, k) =1. 
Das zu mk prime Ideal $ = (A) mit A aus Q£ gehört dann und nur dann zu H, wenn 
004 + 0, zu A, und zu 9%, gehört. Notwendig und hinreichend für das erstere ist 
) == 441 mod’ nm. Zur Diskussion der zweiten Bedingung sei 1, » eine Basis der ganzen 
Zahlen- von Q und 09, =a + bw mit für k ganzen a,b. Der Index von o, bezüglich Q;, 
der in diesem Fall ein Teiler von k ist, sei 7, also jb=0, j’b=0 mod’ k bei jedem echten 
Teiler 7’ von jJ. 4 hat die Form x + yko mit ganz-rationalen x, y. Damit 

07 + od = la+bo)(c F1 + yko) =alx F 1) + [blx F 1) + ayk)o + bykw? 
in 2%, liegt, muß | x +1, also A von der Form A = +41 + jx’ + yko sein. Wenn 
das umgekehrt der Fall ist, liegt 0,4 X o, wirklich in %. Damit ist 7 bestimmt: H ist 
die Gruppe der (4) mit Zahlen A aus % undA= +4 mod my. Im Falle + P(:), P(») 
ıst das der Durchschnitt des Strahles S,; mod mj mit R;. 

Satz 2. = r(o,| a) mit zu k primem o, erzeugt im Falle Q =#+P(:), P(n) 
über dem Ringklassenkörper mod k über Q den Strahlklassenkörper mod mj, wenn ] der 
Index von o, bezüglich 2, ist. 


Im allgemeinen läßt sich 7 nicht mehr so einfach charakterisieren, wie das Beispiel 
v| ) . . . . . 

ot ) zeigen möge. Die zugehörige Idealgruppe in Q ist der Strahl mod p®?, ver- 
größert um alle (1 + xp) mit ganz-rationalen x. — Wir untersuchen noch den Fall 
f=1 näher. Die sämtlichen S-Invarianten r(t), die in Bezug auf einen festen Teilwert 
r, gebildet sind, erzeugen zusammen mit der zugehörigen Ringklasseninvariante jeweils 
denselben Körper über @. Unter ihnen kommt stets eine solche z(o | 1”) vor, die mit 
a = 1 gebildet werden kann. Die Bedingung für die in Frage stehenden A lautet hier 


oAto=u+vkw, = +1+u0 No + vko 


mit ganz-rationalen u, v. Der zweite Summand hat die Idealdarstellung ven, ist 
also = 0 mod’ mk und darf infolgedessen fortbleiben, da A wegen Sys S H nur mod mk 
bestimmt ist. Für 2 ergibt sich, wenn N(t) zu mk prim angenommen wird, die Form 
A= +1-+ x0N(m) mit ganz rationalem x, das mod k bestimmt ist und so gewählt 
werden muß, daß zoN\(m) in 2; liegt; x muß Vielfaches des Index von oN(m) sein. 
Dab umgekehrt für jedes dieser A wirklich o(4 +1) = xeo N(m) in R; liegt, ist klar. Dem- 
nach besteht die zu r(o | 1”) gehörige Gruppe H aus den Strahl mod mk vergrößert um 
alle (1 -+- z0N(m)) der angegebenen Art. 


Eingegangen 13. Dezember 1934. 











